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Πεξίιεςε 

΢ηελ εξγαζία απηή δηεξεπλώληαη ηα δηαλπζκαηηθά ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία, πνπ 

ζθεδάδνληαη από κία ηέιεηα αγώγηκε ζθαίξα ελζσκαησκέλε ζε έλα κέζν ρσξίο απώιεηεο. 

Μηα ρξνληθά αξκνληθή καγλεηηθή δηπνιηθή πεγή, πνπ βξίζθεηαη αξθεηά καθξηά θαη 

ιεηηνπξγεί ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο, ρξεζηκεύεη σο ην πξνζπίπηνλ πεδίν δηέγεξζεο, 

πξνζαλαηνιηζκέλν απζαίξεηα ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν. Κύξηα ηδέα είλαη λα βξεζεί κηα 

αλαιπηηθή ιύζε απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ην θαηάιιειν 

ζύζηεκα ζθαηξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ, όπσο κηα πηζαλή αξηζκεηηθή εθηίκεζε ησλ 

ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ πνπ ζα κπνξνύζε λα είλαη ρξήζηκε γηα ηελ αληηζηξνθή δεδνκέλσλ. 

Γηα ην ζθνπό απηό, ηα πξνζπίπηνληα θαη ηα ζθεδαδόκελα θαζώο θαη ηα ζπλνιηθά πεδία 

γξάθνληαη εθαξκόδνληαο ηε ζεσξία ρακειώλ ζπρλνηήησλ σο άζξνηζκα όξσλ ζεηηθώλ 

αθέξαησλ δπλάκεσλ ηνπ θπκαηηθνύ αξηζκνύ ηνπ εμσηεξηθνύ πεξηβάιινληνο. Έηζη, ην 

πξόβιεκα ηύπνπ Maxwell κεηαηξέπεηαη ζε δηαζπλδεδεκέλεο εμηζώζεηο Laplace ή Poisson 

πιαηζησκέλεο από ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηεο ηέιεηα αγώγηκεο ζθαίξαο θαη ηηο 

απαξαίηεηεο ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο ζην άπεηξν. Ζ πξνζέγγηζε ηνπ ζηαηηθνύ όξνπ θαη 

ησλ πξώησλ ηξηώλ δπλακηθώλ όξσλ είλαη αξθεηή γηα ηελ παξνύζα κειέηε, αθνύ νη όξνη 

πςειόηεξσλ ηάμεσλ παξαιείπνληαη ζην θαζεζηώο ρακειώλ ζπρλνηήησλ δηόηη είλαη 

ακειεηένη. Από εδώ θαη έπεηηα, ηα ζπλνξηαθά πξνβιήκαηα ζθέδαζεο ηξηώλ δηαζηάζεσλ 

ιύλνληαη ζηαδηαθά, ελώ ν θαζνξηζκόο ησλ άγλσζησλ ζηαζεξώλ ζπληειεζηώλ νδεγεί είηε 

ζε ζαθείο εθθξάζεηο είηε ζε άπεηξα γξακκηθά αιγεβξηθά ζπζηήκαηα, ηα νπνία κπνξνύλ 

εύθνια λα επηιπζνύλ εθαξκόδνληαο γλσζηέο ηερληθέο απνθνπήο. Σα κε ζπκκεηξηθά σο 

πξνο άμνλα ζθεδαδόκελα καγλεηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία ιακβάλνληαη κε αλαιπηηθό θαη 

ζπκπαγή ηξόπν κέζσ αλαπηπγκάησλ ζεηξώλ άπεηξσλ όξσλ ζθαηξηθώλ ηδηνζπλαξηήζεσλ. 

Πξνθεηκέλνπ λα απνδεηρζεί ε εγθπξόηεηα ηεο αλαιπηηθήο καο πξνζέγγηζεο, 

ρξεζηκνπνηνύκε ηα απνηειέζκαηα ηεο ζθαηξνεηδνύο πεξίπησζεο ηα νπνία εθθπιίδνληαη 

έηζη ώζηε λα αλαθηεζεί ε ζθαηξηθή πεξίπησζε δει. ε πεξίπησζή καο.  
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«Low–frequency electromagnetic scattering by a metal spherical 

body embedded in a lossless medium with magnetic dipolar 

excitation» 

 

Eleni Stefanidou 

 

Abstract 

The electromagnetic vector fields, which are scattered off a highly conductive sphere that 

is embedded within an otherwise lossless medium, are investigated in this contribution. A 

time–harmonic magnetic dipolar source, located nearby and operating at low frequencies, 

serves as the excitation primary field, being arbitrarily orientated in the three–dimensional 

space. The main idea is to obtain an analytical solution of this scattering problem, using 

the appropriate system of spherical coordinates, such as a possibly fast numerical 

estimation of the scattered fields could be useful for real data inversion. To this end, 

incident and scattered, as well total fields are written in a rigorous low–frequency manner 

in terms of positive integral powers of the real–valued wave number of the exterior 

environment. Then, the Maxwell–type problem is converted to interconnected either 

Laplace’s or Poisson’s equations, complemented by the perfectly conducting boundary 

conditions on the spherical object and the necessary radiation behavior at infinity. The 

static approximation and the three first dynamic contributors are sufficient for the present 

study, while terms of higher orders are neglected at the low–frequency regime. 

Henceforth, the 3–D scattering boundary value problems are solved incrementally, 

whereas the determination of the unknown constant coefficients leads either to concrete 

expressions or to infinite linear algebraic systems, which can be readily solved by 

implementing standard cut–off techniques. The non–axisymmetric scattered magnetic and 

electric fields are obtained in an analytical compact fashion via infinite series expansions 

in spherical eigenfunctions. In order to demonstrate the validity of our analytical approach, 

we use the results of spheroidal case that are degenerated so as to recover the spherical 

case, which is our case. 
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Μεηαπηπρηαθή Γηπισκαηηθή Δξγαζία  1 

 

1. Παξνπζίαζε, κνληεινπνίεζε θαη επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Σν πξώην θεθάιαην είλαη ην θπξηόηεξν θνκκάηη ηεο εξγαζίαο απηήο. Απνηειείηαη από δύν 

βαζηθέο ελόηεηεο. Σελ πξώηε ελόηεηα πνπ έρεη ζηόρν αθελόο λα εηζάγεη ηνλ αλαγλώζηε 

ζην πξόβιεκα πνπ κειεηάηαη αθνύ γίλεηαη κία ιεπηνκεξήο πεξηγξαθή απηνύ θαη 

αθεηέξνπ λα δείμεη αλαιπηηθά ηε δηαδηθαζία κνληεινπνίεζήο ηνπ θαη ηε δεύηεξε ελόηεηα 

πνπ απνηειεί ην θεληξηθόηεξν κέξνο ηεο κειέηεο καο αθνύ ζε απηή δίλεηαη ε επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

 

1.1 Παξνπζίαζε θαη κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

΢θνπόο ηεο ελόηεηαο απηήο είλαη λα δώζεη κία ζπλνιηθή θαη πιήξε εηθόλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ ζα κειεηεζεί, ηνπ ηξόπνπ αληηκεηώπηζεο πνπ ζα αθνινπζεζεί θαζώο 

θαη όισλ εθείλσλ ησλ εξγαιείσλ θπζηθήο θαη καζεκαηηθώλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα 

ηελ επίιπζή ηνπ. Γίλεηαη αλαιπηηθά ε θπζηθή θαη καζεκαηηθή εξκελεία όισλ ησλ 

ζηνηρείσλ πνπ ζα ζπλαληήζνπκε ζηε κειέηε καο, ώζηε ζην ηέινο ε ελόηεηα απηή λα 

θαηαιήμεη ζηελ αθξηβή κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο δει. ζηνλ θαζνξηζκό όισλ 

εθείλσλ ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ ζα πξέπεη λα ιύζνπκε ζπλνδεπόκελεο από ηηο 

θαηάιιειεο ζπλζήθεο ώζηε λα πξνθύςνπλ ηα δεηνύκελα απνηειέζκαηα. 

 

1.1.1 Εηζαγσγή  

Οη ζεκειηώδεηο αξρέο ηνπ θιαζηθνύ ειεθηξνκαγλεηηζκνύ (Stratton, 1941) πνπ εηζήρζεζαλ 

αξρηθά από ηνλ πξσηνπόξν ζηνλ ηνκέα απηόλ James Clerk Maxwell, αληηπξνζσπεύνπλ ηε 

ζεκαληηθή βάζε ηεο ζεσξίαο ζθέδαζεο ρακειώλ ζπρλνηήησλ (Dassios & Kleinman, 

2000). Πνιιέο θπζηθέο εθαξκνγέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ απόθξηζε ησλ δεθηώλ κε 

απζαίξεην ζρήκα, ελζσκαησκέλσλ ζε δηάθνξα κέζα, όηαλ δηεγείξνληαη από δηάθνξεο 

πξσηνγελείο πεγέο, εμαθνινπζνύλ λα βξίζθνληαη ζηελ πξώηε γξακκή ηεο επηζηεκνληθήο 

έξεπλαο. Πξάγκαηη, αο δώζνπκε έκθαζε ζε νξηζκέλα από απηά, όπσο ζύλζεηα δύν 

θάζεσλ, αλίρλεπζε ππνγείσλ ηεο Γεο γηα εθκεηάιιεπζε νξπθηώλ, αλαγλώξηζε 

θνηινηήησλ ή άιιεο ππόγεηεο αληρλεύζεηο, όπσο κε εθξαγέληα ππξνκαρηθά (π.ρ. λάξθεο) 

θαη ζακκέλα αληηθείκελα, θαζώο θαη ζθέδαζε από ρεηξόκνξθν πιηθό είηε ζε ρεηξόκνξθα 

είηε ζε κε ρεηξόκνξθα πεξηβάιινληα. Πξνθαλώο, ην εύξνο ησλ εθαξκνδόκελσλ 

ζπρλνηήησλ πνηθίιιεη αλάινγα κε ηελ θάζε πεξίπησζε. Ωζηόζν, νη αιιειεπηδξάζεηο 
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ρακειήο ζπρλόηεηαο παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα πνιιά πξνβιήκαηα ηεο 

πξαγκαηηθήο δσήο πνπ εκθαλίδνληαη ζε θπζηθέο πεξηνρέο, ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε ηελ 

παξνύζα κειέηε. Με ηελ απνθσδηθνπνίεζε ησλ εκπιεθόκελσλ πεδίσλ ζε θάζε 

πεξίπησζε, νη πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο θύξηεο παξακέηξνπο όπσο νη πξνζαλαηνιηζκνί, 

ηα κεγέζε, ηα ζρήκαηα, νη καγλεηηθέο θαη ειεθηξηθέο ηδηόηεηεο ησλ αλσκαιηώλ θέξλνπλ 

κηα εηθόλα ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ πεδίνπ. Ωζηόζν, απηό δελ είλαη θαζόινπ εύθνιν έξγν, 

δεδνκέλνπ όηη ε θαηάζηαζε ελόο ζρήκαηνο αληηζηξνθήο (Ammari & Kang, 2007) δελ 

κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί κε αζθαιή ηξόπν, εθηόο εάλ δηαηίζεληαη απνηειεζκαηηθά 

κνληέια θαηαλνκήο πεδίνπ θαη ηζρπξά απνηειεζκαηηθά καζεκαηηθά εξγαιεία (Ammari, 

Garnier, Jing, Kang, Lim, Solna & Wang, 2013), δεδνκέλνπ όηη ζηελ πξάμε απαηηείηαη ε 

ηαπηόρξνλε κέηξεζε θαη ηαπηνπνίεζε ηνπ ζθεδαζηή. 

Ζ κεγάιε πνζόηεηα δηαλπζκαηηθώλ δεδνκέλσλ, ε ειεθηξνκαγλεηηθή θαη γεσκεηξηθή 

πνιππινθόηεηα ησλ δηάθνξσλ κέζσλ πνπ εκπιέθνληαη, νη πνιιέο δηακνξθώζεηο πεγώλ 

θαη δεθηώλ θαη ε αβεβαηόηεηα πνπ πξνθύπηεη από ζύλνια δεδνκέλσλ πνπ πεξηέρνπλ ηόζν 

ηε ζπκβνιή ηνπ πξνζπίπηνληνο, όζν θαη ηνπ ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ, εμεγνύλ ην 

ελδηαθέξνλ ηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ πξνο ηα εκπξόο θαη αληίζηξνθεο 

ειεθηξνκαγλεηηθήο ζθέδαζεο, πξώηα ζην ζηάδην κνληεινπνίεζεο θαη έπεηηα ζην ζηάδην 

αληηζηξνθήο. Δπνκέλσο, ε ήδε άθζνλε βηβιηνγξαθία πνπ αθνξά ηε ζθέδαζε κε απιά 

ζρήκαηα ρξεζηκνπνηώληαο αλαιπηηθέο κεζόδνπο είλαη αλνηρηή γηα πξνζζήθε λέσλ θαη 

ρξήζηκσλ εκη-αλαιπηηθώλ θαη γηαηί όρη, αλαιπηηθώλ απνηειεζκάησλ. Σελ ηειεπηαία 

δεθαεηία, πνιιά άξζξα δεκνζηεύηεθαλ πξνο απηή ηελ θαηεύζπλζε θαη πνιιέο αλαθνξέο 

είλαη δηαζέζηκεο ζηε βηβιηνγξαθία. Τπάξρεη κειέηε πνπ αθνξά ηε ζθέδαζε ρακειήο 

ζπρλόηεηαο από κηα ηέιεηα ειεθηξηθά αγώγηκε ζθαίξα ζε έλα αγώγηκν πεξηβάιινλ, πνπ 

θσηίδεηαη από έλα απζαίξεηα πξνζαλαηνιηζκέλν θαη ζηαζεξό καγλεηηθό πεδίν πεγήο 

δηπόινπ (Vafeas, Perrusson & Lesselier, 2004). ΢ε απηά, ηα ηξηζδηάζηαηα ζθεδαδόκελα 

ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία έρνπλ ιάβεη έλαλ πιήξε αλαιπηηθό θνξκαιηζκό όζνλ αθνξά 

ιύζεηο θιεηζηνύ ηύπνπ, ελώ κηα αξηζκεηηθή εθαξκνγή έρεη επηβεβαηώζεη ζρεδόλ ηέιεηα ηα 

απνηειέζκαηα κέζσ ζύγθξηζεο κε ην αθξηβέο ακάπηπγκα ηεο ζεηξάο Mie (Mie, 1908). 

Ωζηόζν, απηή ε κειέηε ήηαλ κηα πξώηε εηζαγσγή ζηε ζθέδαζε από κεηαιιηθά 

αληηθείκελα πνπ αληαλαθινύλ ηελ πιήξε ηζνηξνπία ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ ρώξνπ. 

Πξνρσξώληαο ζε πην πεξίπινθεο γεσκεηξίεο όπσο ηα ζθαηξνεηδή (Vafeas, Perrusson & 

Lesselier, 2009) ή ηα ειιεηςνεηδή (Perrusson, Vafeas & Lesselier, 2010 θαη Vafeas, 2020), 
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γηα ηελ ίδηα θπζηθή ζθέςε, κπνξεί θαλείο λα ζπλεηδεηνπνηήζεη όηη ν πξνζαλαηνιηζκόο 

ηνπ ζώκαηνο, εθηόο από ηε ζέζε ή ην κέγεζνο, παίδεη θαζνξηζηηθό ξόιν όρη κόλν ζηε 

καζεκαηηθή αληηκεηώπηζε αιιά επίζεο θαη ζηελ ππνινγηζηηθή επεμεξγαζία ησλ 

αληίζηνηρσλ πεδίσλ. Δπηπιένλ, είλαη πξνθαλέο όηη όζν πην γεληθό γίλεηαη ην ζρήκα, ηόζν 

κεγαιύηεξε δπζθνιία πξνζηίζεηαη ζε κηα πηζαλή αληηζηξνθή, ε νπνία, παξεκπηπηόλησο, 

είλαη ν ηειηθόο ζηόρνο όηαλ αζρνινύκαζηε κε ηηο πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο. Γηα ην ζθνπό 

απηό είλαη αλαπόθεπθηε ε ρξήζε πεξίπινθσλ αξηζκεηηθώλ ηερληθώλ, όπσο απνδεηθλύεηαη 

ζε άιιε κειέηε (Perrusson, Vafeas, Chatjigeorgiou & Lesselier, 2015) γηα ηνλ εληνπηζκό 

ελόο νξπθηνύ  ζώκαηνο κε ζρεδόλ άπεηξε αγσγηκόηεηα, ην νπνίν είλαη ζακκέλν ζηε Γε, 

ρξεζηκνπνηώληαο έλα ηζνδύλακν άξηζηα αγώγηκν ηξηαμνληθό κνληέιν ειιεηςνεηδνύο. 

Πεξηπηώζεηο πςειήο αληίζεζεο, όπνπ ν ζηόρνο έρεη εμαηξεηηθά κεγάιε αγσγηκόηεηα ζε 

ζρέζε κε ην πεξηβάιινλ πνπ ηνλ πεξηβάιεη, θαη σο εθ ηνύηνπ ζεσξείηαη όηη είλαη κε 

δηαπεξαηνί, παξαθηλνύλ ηνπο εξεπλεηέο λα μεθηλήζνπλ πνιύ πην πνιύπινθα κνηίβα, όπσο 

ηελ πεξίπησζε δύν ζθαηξώλ γηα δύν γεηηνληθά κεηαιιηθά αληηθείκελα (Vafeas, 

Papadopoulos & Lesselier, 2012) ή ηελ πεξίπησζε ελόο κε δηαπεξαηνύ, δειαδή ηέιεηα 

αγώγηκνπ, δαθηπιίνπ (Vafeas, Papadopoulos, Ding & Lesselier, 2016), όπνπ θαη ηα δύν 

άξζξα ππνζέηνπλ έλα αγώγηκν κέζν. Απηέο νη αλαθνξέο, θαζεκία από ηηο νπνίεο πεξηέρεη 

κηα επαξθή ιίζηα αλαθνξάο, είλαη έλα κηθξό αιιά αληηπξνζσπεπηηθό δείγκα ηεο 

αλαζηάησζεο πνπ πξνθαιείηαη θαηά ηελ εθηέιεζε αλαιπηηθώλ ηερληθώλ θαηά ηελ 

ελζσκάησζε κε δηαθνξεηηθά γεσκεηξηθά κνληέια (Moon & Spencer, 1971 θαη Morse & 

Feshbach, 1953). ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε δπζθνιία απμάλεηαη ιόγσ ηεο εκθάληζεο 

πεξίπινθσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ (Hobson, 1965 θαη dlmf.nist.gov), πνπ αληηκεησπίδνληαη κε 

ηα εκπιεθόκελα δπλακηθά. 

Σώξα απηή ε κειέηε επηθεληξώλεηαη ζηελ πξνζαξκνγή ηεο ζεσξίαο ζθέδαζεο δηάρπζεο 

ρακειώλ ζπρλνηήησλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο εληνπηζκνύ κε 

δηαπεξαηώλ κεηαιιηθώλ ζσκάησλ ζε έλα ρσξίο απώιεηεο, δειαδή ηέιεηα δηειεθηξηθό, 

κέζν, κε ζηόρν λα αθνινπζήζεη ηελ παξόκνηα επηηπρεκέλε πνξεία άιισλ κειεηώλ ζην 

πεδίν. Έρνληαο θαηά λνπ ηηο ιίγεο, αιιά κε αξθεηά θαιά απνηειέζκαηα, πξνζπάζεηεο 

πξνζνκνίσζεο ηνπ πεξηβάιινληνο σο ρσξίο απώιεηεο θαη κε αγώγηκνπ, π.ρ. βι. γηα 

παξάδεηγκα (Vafeas, Lesselier & Kariotou, 2015) ηελ πεξίπησζε δύν κεγάισλ ζθαηξώλ 

πνπ ζρεδόλ αγγίδνληαη, ηελ ηνξνεηδή πεξίπησζε (Vafeas,2016), θαζώο θαη ηελ 

ειιεηςνεηδή (Vafeas, 2020) αιιά θαη ηελ ζθαηξνεηδή (Vafeas, 2018) πεξίπησζε, 
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ζπλεηδεηνπνηνύκε ηελ αλάγθε αληηκεηώπηζεο ηέηνησλ αλαιπηηθώλ κνληέισλ. 

Αλαδεηώληαο δηαθνξεηηθέο δνκέο ζώκαηνο πξνθεηκέλνπ λα επηηεπρζεί ε αλαπαξάζηαζε 

όισλ ησλ εηδώλ αλσκαιηώλ ζε κέζα ρσξίο απώιεηεο, ώζηε λα έρνπκε όζν ην δπλαηόλ 

κεγαιύηεξε απνηειεζκαηηθόηεηα, ην παξόλ έγγξαθν αζρνιείηαη κε ηε ζθαηξηθή 

πεξίπησζε. Έηζη, εδώ επεθηείλνπκε ηελ έξεπλα ζε κία απόιπηα αλαθιαζηηθή ζθαίξα, 

ελζσκαησκέλε ζε έλα πεξηβάιινλ ρσξίο απώιεηεο, όπνπ ην θαηαιιειόηεξν θαη θαιύηεξν 

ζύζηεκα πξνζαξκνγήο γηα ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο ζθνπνύο κνληεινπνίεζεο είλαη ην 

ζθαηξηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ (Moon et al., 1971 θαη Morse et al., 1953). Από ηελ 

άιιε πιεπξά, κηα ρξνληθά αξκνληθή καγλεηηθή δηπόιε πεγή, πνπ ελεξγεί σο ε θύξηα 

πεγή, ιεηηνπξγεί ζε θαζεζηώο ρακειώλ ζπρλνηήησλ θαη δεκηνπξγεί ηα ηξηζδηάζηαηα 

πξνζπίπηνληα ειεθηξνκαγλεηηθά θύκαηα, ηα νπνία κεηαδίδνληαη πξνο ηνλ ζθεδαζηή. ΢ηε 

ζπλέρεηα, ην ζθαηξηθό ζώκα αληαπνθξίλεηαη ζηελ δηέγεξζε θαη δεκηνπξγεί ηα 

ζθεδαδόκελα καγλεηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία, όπνπ ην άζξνηζκά ηνπο απνηειεί ηα 

ζπλνιηθά πεδία (βι. ΢ρ. 1). 

Ζ θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο καο σζεί λα αθνινπζήζνπκε ηελ αθόινπζε ηερληθή ζε 

ρακειέο ζπρλόηεηεο, όπνπ πξνζπίπηνληα, ζθεδαδόκελα θαη ζπλνιηθά ειεθηξνκαγλεηηθά 

πεδία αλαπηύζζνληαη ζε όξνπο ζεηηθώλ αθέξαησλ δπλάκεσλ ηνπ  ik , όπνπ k  ν 

πξαγκαηηθόο θπκαηηθόο αξηζκόο ηνπ εμσηεξηθνύ κέζνπ ζηε ζπρλόηεηα ιεηηνπξγίαο. Δδώ, 

επεμεξγαδόκαζηε ηα ηξηζδηάζηαηα δηαλπζκαηηθά πεδία ζε θάζε όξν  
n

ik  γηα θάζε n , 

ελώ ην πξόβιεκα ηειηθά κεηαηξέπεηαη ζε κηα αθνινπζία ζπδεπγκέλσλ πξνβιεκάησλ 

ζθέδαζεο ζπλνξηαθώλ ηηκώλ. Σν κνληέιν δηαηππώλεηαη καζεκαηηθά κε  δηαθνξηθέο 

εμηζώζεηο Laplace θαη Poisson δεύηεξεο ηάμεο, πνπ ζπλνδεύνληαη από απόιπηα ειεθηξηθά 

αγώγηκεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, δειαδή ηελ αθύξσζε ησλ θάζεησλ καγλεηηθώλ θαη 

εθαπηόκελσλ ειεθηξηθώλ πεδίσλ, πνπ αληηθαηνπηξίδνπλ ηνλ αδηαπέξαζην ραξαθηήξα ηνπ 

ζπλόξνπ ηνπ κεηαιιηθνύ ζηόρνπ ηύπνπ ζθαίξαο. Δθαξκόδνληαη επίζεο νη ζπλζήθεο 

αθηηλνβνιίαο Silver – Müller ζην άπεηξν. ΢ηελ αλάιπζή καο, πεξηνξηδόκαζηε ζηνπο 

ζεκαληηθνύο όξνπο ησλ αλαπηπγκάησλ, πνπ απνηεινύληαη από ηνλ ζηαηηθό όξν Rayleigh 

γηα 0n   θαη ηνπο δπλακηθνύο όξνπο γηα 1,2,3n  , δεδνκέλνπ όηη νη όξνη πςειόηεξσλ 

ηάμεσλ, δειαδή γηα 4n  , είλαη πνιύ κηθξνί επνκέλσο ζεσξνύληαη ακειεηαίνη ιόγσ ησλ 

ρακειώλ ζπρλνηήησλ ζηηο νπνίεο ιεηηνπξγεί ε πεγή νπόηε θαη παξαιείπνληαη. Ζ 

αλαιπηηθή δηαδηθαζία πνπ ζθηαγξαθείηαη παξαπάλσ νδεγεί είηε ζε θιεηζηέο ζρέζεηο είηε 
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ζε άπεηξα γξακκηθά αιγεβξηθά ζπζηήκαηα γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ άγλσζησλ 

ζηαζεξώλ ζπληειεζηώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ δπλακηθνύ πνπ εκθαλίδνληαη, όπνπ ηα 

ηειεπηαία κπνξνύλ λα επηιπζνύλ κε ηελ εθαξκνγή ζπλήζσλ κεζόδσλ απνθνπήο. Σα 

ηξηζδηάζηαηα ζθεδαδόκελα καγλεηηθά θαη ειεθηξηθά πεδία γηα θάζε έλα από ηα 

0,1,2,3n   δέρνληαη κνξθέο θιεηζηνύ ηύπνπ κέζσ άπεηξσλ αλαπηπγκάησλ ζεηξώλ ζε 

ζθαηξηθέο αξκνληθέο ηδηνζπλαξηήζεηο (Hobson, 1965 θαη dlmf.nist.gov). Σν θιεηδί γηα λα 

δηαπηζησζεί ε εγθπξόηεηα ηεο πξνζέγγηζεο καο είλαη ν εθθπιηζκόο ησλ αληίζηνηρσλ 

ηύπσλ ηεο ζθαηξνεηδνύο πεξίπησζεο (Vafeas, 2018) γηα ηελ αλάθηεζε ηεο ζθαηξηθήο 

ππόζεζεο δει. ηεο πεξίπησζεο ηεο εξγαζίαο απηήο. 

Ζ ππόινηπε εξγαζία είλαη δνκεκέλε σο εμήο. ΢ηελ ππνελόηεηα 1.1.2, πεξηγξάθεηαη κηα 

ιεπηνκεξήο θπζηθή εξκελεία θαη ε ζεσξεηηθή βάζε κέζσ κηαο αλαιπηηθήο καζεκαηηθήο 

δηαηύπσζεο, ε νπνία ελζσκαηώλεη ηα γεληθά ραξαθηεξηζηηθά, αλεμάξηεηα από 

νπνηαδήπνηε γεσκεηξία. ΢ηε ζπλέρεηα, ζηελ ππνελόηεηα 1.1.3, δίλεηαη αλαιπηηθά ν 

ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ρεηξηδόκαζηε ηα καζεκαηηθά εξγαιεία πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο 

ζε ζπλδπαζκό κε ηα εξγαιεία ηεο θπζηθήο ώζηε λα θαηαιήμνπκε ζηηο κεξηθέο δηαθνξηθέο 

εμηζώζεηο κε ηηο αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ ζα πξέπεη λα ιύζνπκε ώζηε λα 

έρνπκε ηα δεηνύκελα απνηειέζκαηα. ΢ηελ ελόηεηα 1.2 δίλεηαη αλαιπηηθά ε επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Αξρηθά, ζηελ ππνελόηεηα 1.2.1 παξνπζηάδνληαη όιεο νη ζρέζεηο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ θαηά ηε δηαδξνκή ηεο επίιπζήο καο πξνζαξκνζκέλεο ζην ζθαηξηθό 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ αιιά θαη ζύκθσλα κε ην θαζεζηώο ρακειώλ ζπρλνηήησλ ζην 

νπνίν εθπέκπεη ε πεγή ελώ νη ππνελόηεηεο 1.2.2 θαη 1.2.3 αθηεξώλνληαη ζηνλ αλαιπηηθό 

ππνινγηζκό ησλ καγλεηηθώλ θαη ησλ ειεθηξηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ αληίζηνηρα. 

Σέινο, ην θεθάιαην 2 ζηόρν έρεη λα επαιεζεύζεη όια ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο 

βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ ηεο ζθαηξνεηδνύο πεξίπησζεο. Αξρηθά, ζηελ ππνελόηεηα 2.1.1 

γίλεηαη κία παξνπζίαζε ηνπ ζθαηξνεηδνύο ζπζηήκαηνο θαη ησλ αληίζηνηρσλ 

απνηειεζκάησλ ησλ πεδίσλ πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί ζε πξνεγνύκελε κειέηε (Vafeas, 

2018) ώζηε απηά λα εθθπιηζηνύλ θαη λα καο δώζνπλ ηηο ρξήζηκεο γηα ηελ επίιπζε ζρέζεηο 

ηεο ζθαηξηθήο καο πεξίπησζεο ζηελ ππνελόηεηα 2.1.2 θαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

ππνινγηζκώλ καο πνπ αθνξνύλ ηα καγλεηηθά ζθεδαδόκελα πεδία θαη ηα ειεθηξηθά 

ζθεδαδόκελα πεδία ζηηο ππνελόηεηεο 2.1.3 θαη 2.1.4 αληίζηνηρα. 
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Σρήκα 1 Η εθαξκνγή ηεο παξνύζαο κειέηεο 

 

΢ην ΢ρήκα 1 βιέπνπκε ηελ εθαξκνγή ηεο κειέηεο απηήο, δει. κία ζρεκαηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζηελ πξάμε. ΢πγθεθξηκέλα, παξαηεξνύκε ην ζθαηξηθό 

κεηαιιηθό αληηθείκελν θαη ην καγλεηηθό δίπνιν πνπ βξίζθεηαη αξθεηά καθξηά από ηε 

ζθαίξα. Απηό εθπέκπεη ην πξνζπίπηνλ πεδίν ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο, ην νπνίν ζθεδάδεηαη 

από ηε ζθαίξα θαη έηζη δεκηνπξγείηαη ην ζθεδαδόκελν πεδίν. Σέινο, ην πεξηβάιινλ είλαη 

ην θελό θαη επηπιένλ ππάξρεη έλαο αηζζεηήξαο ν νπνίνο κεηξά ην καγλεηηθό πεδίν. Να 

ζεκεηώζνπκε εδώ όηη ζηελ πξάμε είλαη δπλαηόλ λα κεηξεζεί κόλν ην καγλεηηθό πεδίν.  

 

 1.1.2 Φπζηθή θαη καζεκαηηθή εξκελεία 

Έζησ κε-δηαπεξαηό, ζθαηξηθό, κεηαιιηθό αληηθείκελν αθηίλαο   πνπ έρεη αγσγηκόηεηα 

b   ζε ζρέζε κε ην πεξηβάιινλ ην νπνίν είλαη έλα νκνγελέο, ηζνηξνπηθό θαη κε 

καγλεηηθό κέζν ρσξίο απώιεηεο κε αγσγηκόηεηα 0.   Σν ζύζηεκα ζώκα-κέζν 

βξίζθεηαη ζηνλ ηξηζδηάζηαην  ρώξν  3V . Ζ επαθή ζώκαηνο-κέζνπ δηαθξίλεη ηνλ ρώξν 
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απηό ζε δύν πεξηνρέο πνπ θαζνξίδνληαη από ηελ νκαιή επηθάλεηα S  ηνπ ηέιεηα ειεθηξηθά 

αγώγηκνπ αληηθεηκέλνπ. Έηζη, ε πεξηνρή ειεθηξνκαγλεηηθήο ζθέδαζεο εμαπιώλεηαη ζε 

απεξηόξηζηε πεξηνρή δηειεθηξηθήο ζηαζεξάο   θαη καγλεηηθήο δηαπεξαηόηεηαο  , ε 

νπνία πξνζεγγίδεη ηελ 0  ηνπ θελνύ, έμσ από ηε ζθαίξα, πξνθαιώληαο πξνβιήκαηα 

εμσηεξηθνύ ηύπνπ.  

΢ην πξόβιεκα πνπ κειεηάκε ε θύξηα βάζε είλαη νη εμηζώζεηο ηνπ  Maxwell νη νπνίεο ζηε 

γεληθή ηνπο κνξθή γηα έλα κεηαιιηθό κε δηαπεξαηό αληηθείκελν κε άπεηξε αγσγηκόηεηα  

επηθάλεηαο S , γηα ηπραία ζέζε Ωr  (όπνπ   ν ρώξνο ζθέδαζεο) θαη γηα ρξόλν 0t   

δίλνληαη από: 

 
 ,

,
r

r
t

t
t


  


 (Νόκνο Faraday), (1) 

 
 

 
,

, ,
r

r r
t

t t
t


  


 (Νόκνο Ampère), (2)  

όπνπ ,r r      θαη  ,r t  ην ειεθηξηθό πεδίν,  ,r t  ε καγλεηηθή επαγσγή, 

 ,r t  ην καγλεηηθό πεδίν,  ,r t  ε ειεθηξηθή κεηαηόπηζε θαη  ,r t  ε ππθλόηεηα 

ηνπ ξεύκαηνο. Δπίζεο, έρνπκε αλαθέξεη πσο ε δηπνιηθή πεγή πνπ εθπέκπεη ην 

ειεθηξνκαγλεηηθό θύκα έρεη ρξνληθή αξκνληθή εμάξηεζε από ην ρξόλν θάηη πνπ 

επηηπγράλεηαη γηα ηα πεδία κέζσ ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ηνπ ρσξηθνύ ηνπο ηκήκαηνο κε 

 exp i t  (όπνπ 1i    ε θαληαζηηθή κνλάδα). Πην ζπγθεθξηκέλα ηζρύνπλ νη εμήο 

ζρέζεηο: 

   ,r E r
i tt e  , (3)  

   ,r B r
i tt e  , (4) 

   ,r H r
i tt e  , (5) 

   ,r D r
i tt e  , (6) 

   ,r J r
i tt e  , (7)  

Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο ηηο (3), (4), (5), (6) θαη (7) ζηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) έρνπκε: 

 
 

  
  ,

(1) ,
B rr

r E r

i t

i t
et

t e
t t










      
 
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   
 

   E r B r E r B r

i t

i t
e

e i
t



 






     


 

θαη 

 
 

    
  

 

   
 

       

,
(2) , ,

D rr
r r H r J r

H r D r J r H r D r J r

i t

i t i t

i t

i t i t

et
t t e e

t t

e
e e i

t



 



  



 



 


      

 


       



 

Έηζη, νη εμηζώζεηο Maxwell κεηαηξέπνληαη ηειηθά ζε: 

   E r B ri   (Νόκνο Faraday), (8) 

     H r D r J ri     (Νόκνο Ampère), (9)  

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ζπλέπεηα ηεο ρξνληθήο αξκνληθήο εμάξηεζεο είλαη ην γεγνλόο  

όηη ην πξόβιεκά καο θαηαιήγεη λα είλαη κόλν ρσξηθό αθνύ ζηηο εμηζώζεηο Maxwell 

απαιείθεηαη ε κεηαβιεηή t  ηνπ ρξόλνπ. Έηζη, είλαη επόκελν ηα πεδία λα δέρνληαη 

εθθξάζεηο όπσο 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  όπνπ  ˆx , 1,2,3   ε Καξηεζηαλή βάζε θαη 

 1 2 3, ,x x x  νη Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο. Αθόκε, γηα έλα γξακκηθό, νκνγελέο θαη 

ηζνηξνπηθό κέζν   θαη γηα Ωr ηζρύνπλ ηα εμήο: 

   B r H r
 

( καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα),  (10) 

   D r E r
 

( δηειεθηξηθή ζηαζεξά), (11) 

   J r E r
 

( ειεθηξηθή αγσγηκόηεηα), (12) 

Αθνύ ινηπόλ ε κεηαιιηθή ζθαίξα είλαη ηέιεηα αγώγηκε δει. b   άξα κε δηαπεξαηή 

ηόηε ζην εζσηεξηθό ηεο δε ζα ππάξρνπλ θαζόινπ πεδία δει.    E r H r 0b b  . Άξα, 

εδώ απνδεηθλύεηαη όηη ην πξόβιεκά καο είλαη εμσηεξηθνύ ηύπνπ. Από ηελ άιιε πιεπξά, 

όζνλ αθνξά ην πεξηβάιινλ ζην νπνίν βξίζθεηαη ε ζθαίξα όπσο αλαθέξακε λσξίηεξα 

απηό είλαη ην θελό πνπ είλαη έλα κέζν ρσξίο απώιεηεο δει. κε κεδεληθή αγσγηκόηεηα (

0  ). Έηζη, από ηε ζρέζε (12) πξνθύπηεη όηη:  

  0J r  ,  (13) 

θαη ηειηθά ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο (10), (11) θαη (13) νη εμηζώζεηο Maxwell παίξλνπλ ηε 

κνξθή: 

   E r H ri   (Νόκνο Faraday),  (14) 
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   H r E ri     (Νόκνο Ampère), (15) 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ηα κνλαδηθά πεδία πνπ παξέκεηλαλ είλαη ην ειεθηξηθό θαη ην 

καγλεηηθό. Δπηπιένλ, πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη νη απνθιίζεηο ησλ πεδίσλ απηώλ δει. 

ειεθηξηθνύ θαη καγλεηηθνύ είλαη 0. Έηζη, ζα ηζρύεη ε ζρέζε: 

    0H r E r     ,  (16) 

΢πλερίδνπκε κε ζθνπό λα ππνινγίζνπκε ηνλ θπκαηηθό αξηζκό ηνπ κέζνπ. Δπίζεο, ζηελ 

πνξεία απηνύ ζα δηαπηζηώζνπκε όηη θαη ην ειεθηξηθό  E r αιιά θαη ην καγλεηηθό πεδίν 

 H r ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε Helmholtz    2 0f rk  
 

(όπνπ f  ηπραία 

δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε). Παίξλνληαο ηνλ ζηξνβηιηζκό ζηηο ζρέζεηο (14) θαη (15) αιιά 

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε γλσζηή ηαπηόηεηα    f f f      έρνπκε: 

           

        

(15),(16)

2

(14)

0

E r H r E r E r H r

E r E r E r

i i

i i

 

   

         

      

 

Όπνπ ε ηειεπηαία είλαη ε εμίζσζε Helmholtz κε 2 2k k      λα εθθξάδεη 

ηνλ θπκαηηθό αξηζκό. Οκνίσο, έρνπκε: 

           

        

(14),(16)

2

(15)

0

H r E r H r H r E r

H r H r H r

i i

i i

 

   

           

        

Όπνπ θαη πάιη ε ηειεπηαία ζρέζε είλαη ε εμίζσζε Helmholtz θαη 

2 2k k      ν θπκαηηθόο αξηζκόο.  

Σειηθά, δεδνκέλνπ θαη ηεο ρακειήο θπθιηθήο ζπρλόηεηαο  , ν πξαγκαηηθόο θπκαηηθόο 

αξηζκόο ηνπ κέζνπ είλαη: 

k   ,  (17)  

Έηζη, ε εμίζσζε (17) εμαζθαιίδεη ηελ ππόζεζε ησλ ρακειώλ ζπρλνηήησλ.  

Όζνλ αθνξά ηε κε δηαπεξαηή ζθαίξα, απηή δηεγείξεηαη από έλα πξσηεύνλ πεδίν πεγήο, ην 

νπνίν γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ην καγλεηηθό δίπνιo m  κε απζαίξεην 

πξνζαλαηνιηζκό θαη δεδνκέλεο ηεο Καξηεζηαλήο βάζεο  1 2 3
ˆ ˆ ˆ, ,x x x  δίλεηαη από: 

3

1

ˆm = j j

j

m



 x ,                                                                                                                    (18)  
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Δπίζεο, απηό είλαη ηνπνζεηεκέλν ζηε ζέζε 
0r r . Σν ζηαζεξό ζεκείν 

0r  εμαηξείηαη από ην 

ρώξν  3V  ηεο ζθέδαζεο, αθνύ ε πεξηνρή ελδηαθέξνληόο καο είλαη  ζε αξθεηά κεγάιε 

απόζηαζε από ηελ πεγή. Έηζη, πηνζεηνύκε ηνλ νξηζκό    3

0rV    γηα ηελ πεξηνρή 

ηεο ειεθηξνκαγλεηηθήο δξαζηεξηόηεηαο πνπ πξνθαιείηαη.  

΢ύκθσλα κε ηελ ήδε ππάξρνπζα βηβιηνγξαθία (Dassios et al., 2000) θαη κε δεδνκέλν ην 

ζπκβνιηζκό 
0R r r   θαη 0r rR   , ε καγλεηηθή δηπνιηθή πεγή εθπέκπεη ηα 

πξσηεύνληα πεδία: 

  2 2

0 2 2 2

1 1 3 3
;

4

R R m
H r r m

ikR
p ik ik e

k k
R R R R R R

      
         

    
 γηα  r , (19)  

θαη 

 0; 1
4

m R
E r r

ikR
p k i e

kR R R





   
   

  
 γηα r , (20)  

όπνπ ην ζύκβνιν   ππνδειώλεη ην δπαδηθό γηλόκελν. Υξεζηκνπνηώληαο γηα ην 
ikRe  ην 

αλάπηπγκα ζε ζεηξά Maclaurin πνπ είλαη: 

 
     

2 3
2 3

0

1 ...
! 2! 3!

ikR ikR
ikR R R

e e R ik ik ik










         (21) 

θαη δεδνκέλνπ ηεο ζρέζεο (17), δίλνληαη παξαθάησ όινη νη αιγεβξηθνί ππνινγηζκνί κε 

ζθνπό λα γξαθνύλ ηα πεδία (19) θαη (20) σο άζξνηζκα όξσλ αθέξαησλ δπλάκεσλ ηνπ  ik

. Οπόηε από ηε (19) γηα ην καγλεηηθό πεδίν έρνπκε: 

 

 
 

 

2

0

2 2

2 2 2

ζέηνπκε  =

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2

;

1 1 3 3

4

1 1 3 3

4

1 1 3 3

4

1

4

R R m
Α

H r r

R R m
m

R R m
m

m Α

p

ikR

ikR R

ikR

ik ik e
k k

R R R R R R

ik ik e
k k

R R R R R R

ik ik e
k k

R R R R R

ik
R













      
          

    

    
          

    

    
          

    

   
2

2 2

1 3 3
m Α

ikRik ik
ik e

R R R R

    
         

    

 



 

Διέλε Σηεθαλίδνπ, Σθέδαζε Ηιεληξνκαγλεηηθώλ Κπκάησλ  

Μαγλεηηθνύ Γίπνινπ Χακειώλ Σπρλνηήησλ από Σθαηξηθά 

κεηαιιηθά Αληηθείκελα ζε Πεξηβάιινλ ρσξίο απώιεηεο. 

 

Μεηαπηπρηαθή Γηπισκαηηθή Δξγαζία  11 

 

      

            

           

           

(21)
2

2

2 3
2 2 3

2

2 2

2

2
3 2 3 4

1 1 1
3 3

4

1 1 1
3 3 1 ...

4 2! 3!

1 1 1 1
3 3 3 3

4

1
3 3

2 2 2

6

Α m m Α Α m

Α m m Α Α m

Α m m Α Α m Α m m Α

Α m Α m m Α Α m

ikRik ik e
R R R

R R
ik ik R ik ik ik

R R R

ik ik ik ik
R R R R

R R
R ik ik ik ik

R







 
       

 

  
            

   


          



        

         

     

  

     

   

2 3
3 4 5

2

2

3

2 3

2

2

3

3 3 ...
6 6

1 1 1 3
3 3 3 3

4 2

6 3 9 3 ...
6

1 1 3 4 4
3 ...

4 2 6

1 1
3

4 4 2

Α m m Α Α m

Α m
Α m m Α + Α m Α m m Α +

6Α m m Α + Α m

Α m Α m
Α m

m Α
Α m

R R
ik ik ik

ik ik
R R R

R
ik

R
ik ik

R R

ik
R R





 


      



  
          

 


      



     
       

  

  
    

 
    3 41 4

4 6

m
ik ik






όπνπ 
 

2 2

R R m R R m

R R

  
   ην νπνίν ζέζακε γηα επθνιία ζηηο πξάμεηο θαη ην 

ζπκβνιηζκό. Άξα, γηα ην πξνζπίπηνλ καγλεηηθό πεδίν θαηαιήμακε ζηε ζρέζε: 

          2 3 4

0 3

1 1 1 4
; 3

4 4 2 4 6

m Α m
H r r Α m

p ik ik ik
R R  

   
     

 
,  (22) 

ε νπνία είλαη ζηε δεηνύκελε κνξθή: 

   
 

 
 

    2 3 42 0 3 0

0 0 0

; ;
; ;

2 6

H r r H r r
H r r H r r

p p

p p ik ik ik
 

    
 

, (23) 

όπνπ 

   0 0 3 2 3

1 1 1
; 3 3

4 4

R R m
H r r Α m m

p

R R R 

  
      

 
          

 

 0 0 2 3

3 1
;

4

m R R
H r r

p

R R

 
   

 
 ,  (24) 

   2 0 2 2

1 1 1 1 1
;

4 4 4

R R m R R m
H r r m Α m m

p

R R R R R  

      
             

     
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 2 0 2

1
;

4

m R R
H r r

p

R R

 
    

 
  (25) 

      3 0 3 0

1
; 4 ;

4

m
H r r m H r rp p

 
      ,  (26) 

κε 

3

1

ˆ ˆ
j j

j

  x x  ην κνλαδηαίν δπαδηθό θαη  1 0; 0H r r
p  . 

Αληίζηνηρα, γηα ην πξνζπίπηνλ ειεθηξηθό πεδίν από ηελ (20) έρνπκε: 

 0

(17)

ζέηνπκεζέηνπκε 2

2 2

;

1
4

1 1
4 4

1
4 4 4 4

m R
a

E r r

m R

m R
a

a a a

p

k

ikR

ikR ikRR

ikR ikR

k i e

kR R R

k k i e k i e

kR R R kR R

i e ki e
k k

kR R R R













 

  

   

  

 






   
    

  

      
          

       

    
         

    
 

         

             

 

2

2

2 3(21)
2 2 2 3

2 2 3
2 2 3 3 4 4 5

3

4

1 ...
4 4 2! 3!

...
4 2 2 2 6

...
4 2

a a

a a
a a

a a a a a
a a a

a a

ikR

ikR

ik ik e
R R

R R
ik ik e ik ik R ik ik ik

R R R R

R R R R
ik ik ik R ik ik ik ik ik

R R

R
ik ik

R R



 

 

 









 
  

 

    
             

    

 
          

 

 
   

 
    3 4

2

1 3

4 6 4

a
aik ik ik

R

 


  

όπνπ 
m R

a
R


  θαη 





  ηα νπνία θαη εδώ ζέζακε γηα επθνιία ζηηο πξάμεηο θαη ην 

ζπκβνιηζκό. Οπόηε, θαηαιήμακε ζηε ζρέζε:

 
      3 4

0 2

1 3
;

4 6 4

a
E r r ap ik ik ik

R

 


   , (27) 

ε νπνία είλαη θαη απηή ζηε κνξθή πνπ ζέιακε, δει. ζηε κνξθή: 

    
 

    3 43 0

0 1 0

;
; ;

6

E r r
E r r E r r

p

p p ik ik ik
 

   
 

,  (28)  

όπνπ 

 1 0 2 2 3

1 1
;

4 4 4

m R
E r r a m Rp

R R R R

  

   


                 
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 1 0 3
;

4

m R
E r rp

R



 
  ,  (29) 

   3 0 3 0

3 3 3
; ;

4 4 4

a m R m R
E r r E r rp p

R R

  

    


         ,  (30) 

θαη    0 0 2 0; ; 0E r r E r r
p p  . 

΢ηε ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζνπκε λα εθθξάζνπκε θάπνηα από ηα παξαπάλσ πξνζπίπηνληα 

πεδία θαη πην ζπγθεθξηκέλα ηα  0 0;H r r
p

,  2 0;H r r
p

 θαη  1 0;E r r
p

 κε ηε βνήζεηα  ηνπ 

1

R
  ην νπνίν ζα είλαη πην εύρξεζην ζηελ πνξεία ηεο επίιπζεο.  

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο πνιύ ρξήζηκνπο ηύπνπο r = I  θαη 
3

1 r

r r
  

 
(γηα 

απνδείμεηο βι. Παξάξηεκα Α). Γηα ην  0 0;H r r
p

ζα καο ρξεηαζηεί επηπιένλ θαη ε 

ηαπηόηεηα:        g g g g g gf f f f f f          .                                          

Οπόηε έρνπκε: 

 

   

   

 

 

0 0 2 3 3

0 0 2 3

0 0 2 3

0 0 2 3 3

0 0 2 3 3

3 1
(24) ;

4

3 1 1
;

4

1 1
; 3

4

1 1 1
; 3

4

1 1
; 3

4

m R R
H r r

m R
H r r R

m R
H r r R

m R
H r r R R

m R R
H r r R

p

p

p

p

p

R R R

R R R

R R R

R R R R

R R R R











 
      

 

 
        

 

 
         

 

  
           

  

 
         

 



 

3 2

3 2

1 1 1 1 1 1
3 3

0 0 2 3

1 1 1
; 3

4

m R
H r r R

R R R RR R
p

R R R R

   
        

   



 
          

 

 

 

 

0 0 2 2

0 0 2 2

1 1 1 1
; 3 3

4

1 1 1
; 3 3

4

m R
H r r R

m R R
H r r

p

p

R R R R R

R R R R R





 
           

 

 
           

 
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 0 0

1
;

4

m
H r r

p

R

 
    

 
, (31) 

Δπίζεο, γηα ην  2 0;H r r
p

 ζα έρνπκε:

 

   2 0 2 03 3
(25) ; ;

4 4

m R R m R
H r r H r r R

p p

R R R R 

   
            

   

 
 

 

 2 0

1
;

4

m
H r r R

p

R R

 
     

 


  (32) 

Καη γηα ην  1 0;E r r
p

 έρνπκε: 

 1 0

1
(29) ;

4

m
E r rp

R



 
    ,                                                                                (33) 

Έηζη, ζπγθεληξσηηθά πιένλ θαηαιήγνπκε γηα ηα πξνζπίπηνληα καγλεηηθά πεδία ζηηο 

ζρέζεηο: 

 0 0 2 3

3 1 1
;

4 4

m R R m
H r r

p

R R R 

   
        

   
  γηα Ωr ,  (34)  

 2 0 2

1 1
;

4 4

m R R m
H r r R

p

R R R R 

  
         

   


   γηα Ωr , (35)   

 3 0;
m

H r rp


   γηα Ωr ,  (36)  

θαη γηα ηα πξνζπίπηνληα ειεθηξηθά πεδία ζηηο ζρέζεηο: 

 1 0 3

1
;

4 4

m R m
E r rp

R R

 

   
      γηα Ωr ,  (37) 

 3 0

3
;

4

m R
E r rp

R



 
    γηα Ωr ,  (38)  

Δλώ παξάιιεια ηζρύεη
 1 0 2 0H E E

p p p   όπσο είδακε παξαπάλσ. Έηζη, ινηπόλ, νη 

εθθξάζεηο (34) – (35) δίλνληαη βάζεη ηνπ κνλαδηαίνπ δπαδηθνύ 

3

1

ˆ ˆ
j j

j

  x x , ελώ νη 

κνξθέο πνπ δηαηππώλνληαη ζηε δεμηά πιεπξά ησλ (34), (35) θαη (37) βαζίδνληαη όπσο 

είδακε ζηνπο παξαπάλσ απινύο ππνινγηζκνύο κε ηε βνήζεηα ησλ δηαθνξηθώλ ηαπηνηήησλ 

πνπ αλαθέξακε λσξίηεξα. Δπίζεο, ζα πξέπεη λα πνύκε ζε απηό ην ζεκείν όηη ρξήζηκε 

ζηελ επίιπζή καο ζα θαλεί θαη ε ζρέζε: 
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3

1 1 1
0r r

R

R R R R
     

 
γηα Ωr , (39) 

δεδνκέλεο ηεο ζρέζεο 
1 1 1

0r r
R R R

     (γηα απόδεημε βι. Παξάζηεκα Α). 

 ΢ηε ζπλέρεηα, ηα πξνζπίπηνληα πεδία πνπ αλαιύζακε παξαπάλσ ζθεδάδνληαη από ηo 

ζθαηξηθό αληηθείκελν θαη δεκηνπξγνύλ ηα ζθεδαδόκελα πεδία H
s
 θαη Ε

s
, ελώ ηα 

ζπλνιηθά πεδία δίλνληαη από ηα αζξνίζκαηα: 

     0;H r H r r H r
t p s   θαη      0;Ε r Ε r r + Ε r

t p s  γηα Ωr , (40) 

όπνπ αθνύ ην ζθαηξηθό αληηθείκελν είλαη κεηαιιηθό ηόηε είλαη κε–δηαπεξαηό, επνκέλσο ε 

θπκαηηθή δηάδνζε δελ είλαη δπλαηή ζην εζσηεξηθό ηεο ζθαίξαο. Οξίδνληαο ηνλ απιό 

ζπκβνιηζκό , ,x p s t , κε ηα πξνζπίπηνληα ( p ), ζθεδαδόκελα ( s ) θαη ζπλνιηθά ( t ) 

ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία, όια ηα δεύγε  ,H Ε
x x

 ηθαλνπνηνύλ ηηο γλσζηέο εμηζώζεηο 

Maxwell (Dassios et al., 2000). Έηζη, όζνλ αθνξά ηα ζθεδαδόκελα πεδία πνπ καο 

αθνξνύλ γηα ηελ αλαδεηνύκελε ιύζε ζην Ω, απηά δίλνπλ ζύκθσλα κε ηηο (14) θαη (15) 

όηη:  

   E r H r
s si 

 
θαη    H r E r

s si  
 
γηα Ωr , (41)  

νη νπνίεο αληηπξνζσπεύνπλ κία κνξθή πνπ έρεη πξνθύςεη γηα ηε δηθή καο πεξίπησζε. 

Δπίζεο, ηα πεδία έρνπλ κεδεληθέο απνθιίζεηο θαη ζύκθσλα κε ηελ (16) άξα: 

    0H r E r
s s     γηα Ωr , (42)  

γεγνλόο πνπ ππνδειώλεη ηε ζσιελνεηδή ζπκπεξηθνξά ησλ πεδίσλ.  

Ζ αιιειεπίδξαζε ρακειώλ ζπρλνηήησλ ζε πεξηπηώζεηο πςειήο αληίζεζεο, όπσο 

ππνδεηθλύεη θαη ε θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάκε εδώ, θιεξνλνκείηαη ζηα 

ζθεδαδόκελα πεδία θαη έηζη δηαηππώλνληαη θαη απηά κέζσ ησλ ζεηξώλ: 

   
 

0
!

H r H r

n

s s

n

n

ik

n





  θαη    
 

0
!

E r E r

n

s s

n

n

ik

n





  γηα θάζε Ωr , (43)  

όπνπ ε κνξθή απηή αλαθέξεηαη ζηελ έξεπλα ησλ Dassios θαη Kleinmann (2000). 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζεηξέο (43) ζηηο εμηζώζεηο Maxwell (41) ζπλνδεπόκελεο θαη από ηηο 

(42) έρνπκε ηα εμήο: 
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n nn



   γηα 0n   θαη νκνίσο γηα ηε 2

ε
 

ζρέζε ηεο (41) έρνπκε: 
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Οπόηε θαη από εδώ πξνθύπηεη όηη    1H r E r
s s

n nn



    γηα 0n  . 

Έηζη, ινηπόλ ζπγθεληξώλνπκε όιεο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πνπ αλαθέξακε θαη απνδείμακε 

σο εμήο: 

   1E r H rs s

n nn



   θαη    1H r E r
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
    κε 0n   θαη γηα Ωr , (44) 

θαη  

  0H r
s

n   θαη   0E r
s

n   κε 0n   θαη γηα Ωr , (45)  

νη νπνίεο κάιηζηα αληηπξνζσπεύνπλ ηηο ηζνδύλακεο εθθξάζεηο ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο. 

Ωζηόζν, γηα όινπο ηνπο ιόγνπο πνπ πεξηγξάςακε λσξίηεξα, ε ζπκπεξηθνξά ησλ 

πξνζπίπηνλησλ πεδίσλ (23) θαη (28) κε ηηο (34)–(38) θιεξνλνκεί αθξηβώο ηελ ίδηα θπζηθή 

θαη καζεκαηηθή αληηκεηώπηζε θαη ζηα ζθεδαδόκελα πεδία (43) κε ηηο (44) θαη (45). Γει. 

δηαηεξνύκε ηνπο αληίζηνηρνπο κε–απαιεηθόκελνπο όξνπο, θξαηώληαο ηα πεδία έσο θαη 3
εο

 

ηάμεο, θαζώο νη ππόινηπνη όξνη κεγαιύηεξσλ ηάμεσλ έρνπλ ακειεηαία επίδξαζε ζην 

ηειηθό απνηέιεζκα. Καηά ζπλέπεηα, ην ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδίν δίλεηαη από: 
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 γηα Ωr , (46)   

ελώ ην ζθεδαδόκελν ειεθηξηθό πεδίν είλαη ην: 
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 γηα Ωr , (47) 

δεδνκέλνπ όηη 1 0 2H E E 0
s s s   , ιόγσ ηεο απνπζίαο ησλ αληίζηνηρσλ πξνζπίπηνλησλ 

πεδίσλ. Πξνθαλώο, ιακβάλνληαο ππόςηλ όια απηά, νη ζεκειηώδεηο ζρέζεηο (44) θαη (45) 
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πιεξνύληαη ακέζσο από ηα πεδία ρακειώλ ζπρλνηήησλ πνπ επηβηώλνπλ 0H
s
, 2H

s
, 3H

s
, 

1E
s
 θαη 3E

s
 πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο  (46) θαη (47) γηα 0,1,2,3n  , ησλ νπνίσλ ν 

ππνινγηζκόο θαζνξίδεη ηνλ ηειηθό καο ζηόρν. Με ζθνπό λα θαηαλνήζνπκε ηε ζπλεηζθνξά 

θάζε όξνπ ρακειώλ ζπρλνηήησλ ζηηο (46) θαη (47), αληηθαζηζηνύκε ηελ (17) θαη 

δηαρσξίδνπκε ην πξαγκαηηθό από ην θαληαζηηθό κέξνο. Οπόηε έρνπκε: 
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 γηα Ωr , (48) 
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 γηα Ωr ,  (49) 

θαη παξαηεξνύκε όηη ην ειεθηξηθό πεδίν είλαη θαζαξά θαληαζηηθό, ελώ ην καγλεηηθό πνπ 

είλαη πξαθηηθά κεηξήζηκν είλαη κία κηγαδηθή ζπλάξηεζε.  

Πξνθεηκέλνπ λα πξνρσξήζνπκε ζηε ιύζε, είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα νινθιεξώζνπκε ηελ 

πξναλαθεξζείζα αλάιπζε κε ηελ παξάζεζε ησλ ζρεηηθώλ κε ην πξόβιεκα ζπλνξηαθώλ 

θαη νξηαθώλ ζπλζεθώλ. Τπό απηήλ ηε άπνςε, νη θαηαιιειόηεξεο ζπλνξηαθέο  ζπλζήθεο 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ ηέιεηα ειεθηξηθά αγώγηκε επηθάλεηα S  ηνπ ζθαηξηθνύ ζηόρνπ θαη 

δεδνκέλνπ ηνπ αληίζηνηρνπ θάζεηνπ κνλαδηαίνπ δηαλύζκαηνο n̂  θαη ζπκπεξηιαλαλνκέλσλ 

ησλ ζπλνιηθώλ πεδίσλ δίλνληαη από: 



 

Διέλε Σηεθαλίδνπ, Σθέδαζε Ηιεληξνκαγλεηηθώλ Κπκάησλ  

Μαγλεηηθνύ Γίπνινπ Χακειώλ Σπρλνηήησλ από Σθαηξηθά 

κεηαιιηθά Αληηθείκελα ζε Πεξηβάιινλ ρσξίο απώιεηεο. 

 

Μεηαπηπρηαθή Γηπισκαηηθή Δξγαζία  19 

 

 ˆ 0H r
t n  θαη  ˆ E r 0

t n  γηα θάζε r S , (50) 

νη νπνίεο δειώλνπλ όηη ην ζπλνιηθό καγλεηηθό πεδίν δελ έρεη θάζεηεο ζπληζηώζεο ζηελ 

επηθάλεηα S  θαη ην ζπλνιηθό ειεθηξηθό δελ έρεη εθαπηόκελεο ζπληζηώζεο ζηελ επηθάλεηα 

S . Λακβάλνληαο ηώξα ππόςηλ ηηο ζρέζεηο (40) γηα ηα ζπλνιηθά πεδία ζε ζπλδπαζκό κε 

ηηο αλάινγεο ζρέζεηο ρακειώλ ζπρλνηήησλ (43) θαη (23), (28), (46), (47) έρνπκε ηα εμήο: 
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Άξα, ινηπόλ, πξνθύπηεη όηη:       0
ˆ ; 0H r r H rp s

n n
    n  γηα 0,2,3n  .  

Δπίζεο, κε όκνην ηξόπν έρνπκε θαη γηα ην ειεθηξηθό πεδίν όηη: 
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Άξα, θαη από εδώ πξνθύπηεη όηη:       0
ˆ ; 0E r r E rp s

n n
    n  γηα 1,3n  .  

Δπνκέλσο, ηειηθά νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ S είλαη νη: 
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    n γηα 1,3n  . (51) 

Δπηζεκαίλνπκε εδώ όηη νη ζρέζεηο (51) αλαθέξνληαη κόλν ζηνπο ειεθηξνκαγλεηηθνύο 

όξνπο πνπ επηβηώλνπλ θαζώο ηζρύεη 1 0 2H E E 0
x x x    γηα όια ηα , ,x p s t . Δπηπξόζζεηα 

γηα ηηο εκπιεθόκελεο ζπλαξηήζεηο ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο Silver–Müller ζην 

άπεηξν, δει. 
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 γηα θάζε r  (52) 

νπόηε έρνπκε ηελ: 
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Οπόηε ζύκθσλα θαη πάιη κε ηηο ζρέζεηο (43) θαη (23), (28), (46), (47) έρνπκε όηη: 
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




Οπόηε πξνθύπηεη όηη:    1lim

r
r H r r H r 0s s

n nn 


     .  

Οκνίσο έρνπκε παξαθάησ: 
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 
 

 
 
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 
 
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0 0
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1

0 0
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lim
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 
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 
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 
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
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

 
 
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

 
   

  
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
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




   
       

    

   
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
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   1

1

lim
r

r E r r E r 0
s s

n n

n

n








     

 

Οπόηε θαη από εδώ πξνθύπηεη:    1lim
r

r E r r E r 0s s

n nn 


     . 

Δπνκέλσο, νη ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο Silver–Müller ζην άπεηξν ππό ην θαζεζηώο ησλ 

ρακειώλ ζπρλνηήησλ δίλνληαη από: 

 

 

 

 

1

1

lim
r

H r H r
r r 0

E r E r

s s

n n

s s

n n

n





    
      

        

 κε 1,2,3n   γηα θάζε r  (55) 

αθνύ γηα 0n  ηζρύεη 0 0E
s   θαη  0lim

r
r H 0s


  , όπσο επαιεζεύεηαη θαη από ηελ 

(44). Οη ιύζεηο πξνβιεκάησλ εμσηεξηθνύ ηύπνπ όπσο είλαη ε δηθή καο πεξίπησζε 

ηθαλνπνηνύλ ηελ (52) απηόκαηα, σο ζπλέπεηα ηεο δνκήο πνπ δηαζέηνπλ ηα δπλακηθά  κέζσ 

ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνζπλαξηήζεσλ (Hobson, 1965 θαη dlmf.nist.gov). 

Καηά ηελ αλάιπζή καο, ζεσξνύκε όηη ε αγσγηκόηεηα ηεο ζθαίξαο ηείλεη ζην άπεηξν. Παξ’ 

όια απηά, ζ’ απηό ην ζεκείν ζα ήηαλ ρξήζηκν λα ζπκπεξηιάβνπκε θαη κία κηθξή 

ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηε δώλε κεηάβαζεο, δει. ηε ζπκπεξηθνξά πιηθώλ κε κεγάιε, ή 

αθόκε θαη ζπγθξίζηκε ζε ζρέζε κε ην εμσηεξηθό πεξηβάιινλ αγσγηκόηεηα, αιιά όρη 

άπεηξε. ΢ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε, ην πξόβιεκα γίλεηαη ειαθξώο πην πνιύπινθν, θαζώο ην 

ζώκα θαζίζηαηαη δηαπεξαηό θαη εζσηεξηθά ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία ππάξρνπλ θαη βέβαηα 

ζπκβάιινπλ ζηελ ηειηθή ιύζε κέζσ ησλ ζπλζεθώλ κεηάδνζεο, πνπ εθαξκόδνληαη ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ αληηθεηκέλνπ αληί γηα ηηο (50) (βι. Dassios et al., 2000 γηα πεξηζζόηεξεο 

ιεπηνκέξεηεο). Δδώ, θαίλεηαη όηη ηα αγώγηκα ή αθόκε θαη ηα δηειεθηξηθά ζώκαηα 

κπνξνύλ λα αιιειεπηδξνύλ κε έλα πξνζπίπηνλ ειεθηξνκαγλεηηθό θύκα κε έλα κεγάιν 

εύξνο ηξόπσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ επηθάλεηα δηέγεξζεο. Απηό νθείιεηαη ζην 

ππεξβνιηθό επηθαλεηαθό θνξηίν ην νπνίν πξνθαιεί ζηα ζσκαηίδηα νπνηαζδήπνηε ηπραίαο 

ζύζηαζεο λα απνθηνύλ κεηαιιηθέο ηδηόηεηεο, γεγνλόο ζεκαληηθό γηα ζθαίξεο θαη 

ζθαηξνεηδή. Ωζηόζν, πξόθεηηαη γηα κία εληειώο δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ζε ζρέζε κε 

απηήλ ηεο παξνύζαο κειέηεο πνπ αθνξά εθαξκνγέο νη νπνίεο έρνπλ ζεκαζία ζε άιινπο 

ηνκείο ηεο θπζηθήο, όπσο π.ρ. ζηελ νπηηθή. 

΢πλνςίδνληαο, ζα πξέπεη λα επεμεξγαζηνύκε ιίγν πεξηζζόηεξν ηηο κεξηθέο δηαθνξηθέο 

εμηζώζεηο (44) θαη (45) ώζηε λα πάξνπλ ηε κνξθή πην εύρξεζησλ κνξθώλ εμηζώζεσλ κε 

κεξηθέο παξαγώγνπο θαη έπεηηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε γεσκεηξία θαη αλάιπζε ησλ 



 

Διέλε Σηεθαλίδνπ, Σθέδαζε Ηιεληξνκαγλεηηθώλ Κπκάησλ  

Μαγλεηηθνύ Γίπνινπ Χακειώλ Σπρλνηήησλ από Σθαηξηθά 

κεηαιιηθά Αληηθείκελα ζε Πεξηβάιινλ ρσξίο απώιεηεο. 

 

Μεηαπηπρηαθή Γηπισκαηηθή Δξγαζία  23 

 

ζθαηξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ, ησλ νπνίσλ ε εθαξκνγή ζηηο ζπλζήθεο (51) θαη (55) ζα καο 

νδεγήζεη λα θηάζνπκε ζηελ ηειηθή επηζπκεηή ιύζε.   

1.1.3 Μνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο  

΢θνπεύνπκε λα αληιήζνπκε θιεηζηνύο αλαιπηηθνύο ηύπνπο γηα ηα θύξηα ζθεδαδόκελα 

ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία πνπ επηβηώλνπλ  0H
s
, 2H

s
, 3H

s
, 1E

s
 θαη 3E

s
, αθνύ 

1 0 2H E E 0
s s s   . Γηα λα ην επηηύρνπκε απηό πξέπεη λα απνθηήζνπλ νη (44), δεδνκέλσλ 

ησλ (45), κνξθέο γλσζηώλ κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Έηζη, πξνο απηήλ ηελ 

θαηεύζπλζε, εθαξκόδνπκε ζηξνβηιηζκό ( curl ) θαη ζηα δύν κέιε ησλ εμηζώζεσλ Maxwell 

(44) θαη ρξεζηκνπνηνύκε επαλεηιεκκέλα ηελ πνιύ ρξήζηκε ηαπηόηεηα 

      f f f  (όπνπ f ηπραία δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε), όπνπ ζε 

ζπλδπαζκό κε ηελ (45), θηάλνπκε ζε έλα ζύλνιν ζπλνξηαθώλ πξνβιεκάησλ, ηα νπνία 

ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο, από ην ζηαηηθό γηα 0n   κέρξη όια ηα δπλακηθά πςειόηεξσλ 

ηάμεσλ έσο θαη 3n  . Απηή ε δηαδηθαζία πνπ ζθηαγξαθήζακε παξαπάλσ έρεη σο εμήο: 

       

      

   
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


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
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

 

 

 

 



  





     

     

     

 
       

 

  

     21E r E r
s s

n nn n     , (56) 

θαη  

       
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     21H r H r
s s

n nn n
 

 


 
     

 
  

     21H r H r
s s

n nn n     , (57) 

Δπνκέλσο, γλσξίδνληαο όηη 1 0 2H E E 0
s s s    ζέηνληαο ζηηο (56) θαη (57) 0,1,2,3n   

έρνπκε ηα εμήο: 

 Γηα 0n   

 Γελ έρεη λόεκα λα ζέζνπκε ζηελ (56) 

  0(57) 0H r
s  , (58) 

 Γηα 1n   

  1(56) 0E r
s  ,    (59) 

 Γελ έρεη λόεκα λα ζέζνπκε ζηελ (57) 

 Γηα 2n   

    2 0(56) 2 0 0E r E r
s s       πνπ ηζρύεη, 

    2 0(57) 2H r H r
s s  , (60) 

 Γηα 3n   

    3 1(56) 6E r E r
s s  , (61) 

    
 

 
1

3 1 3(57) 6 0
H r 0

H r H r H r

s

s s s


     , (62) 

Σώξα γηα λα θηάζνπκε ζηηο ηειηθέο εμηζώζεηο πνπ ζα πξέπεη λα ιύζνπκε ζα 

επεμεξγαζηνύκε θαζεκία από ηηο (58) – (62). Αξρηθά όζνλ αθνξά ηηο (58) θαη (62) ζα ηηο 

ρεηξηζηνύκε κε ηνλ ίδην ηξόπν αθνύ είλαη παξόκνηεο. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην γλσζηό 

ζεώξεκα απνζύλζεζεο ηνπ Helmholtz ην νπνίν ιέεη όηη: 

Κάζε δηαλπζκαηηθό πεδίν f  γξάθεηαη σο άζξνηζκα ελόο αζηξόβηινπ θαη ελόο ζσιελνεηδνύο 

πεδίνπ. Γει.:  f   όπνπ  : βαζκσηό θαη  : δηαλπζκαηηθό πεδίν γηα ηα 

νπνία ηζρύνπλ: 0   (αζηξόβηιν) θαη 0   (ζσιελνεηδέο). 

Δπνκέλσο, αλ επηπιένλ γηα ην ηπραίν f  ηζρύνπλ θαη ηα εμήο: 0 f =  θαη = 0 f , 

δει. είλαη θαη ην ίδην θαη αζηξόβηιν θαη ζσιελνεηδέο, ηόηε ζα έρνπκε ηα εμήο: 

 
0

0 0 0

0 0



      

 

f = = =

= =

 

 
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Άξα, ηειηθά,      f f , (63) 

θαη επίζεο  

(63)

= 0 0 0       f . (64) 

Έηζη, ινηπόλ, θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη γηα θάζε αζηξόβηιν θαη ζσιελνεηδέο 

δηαλπζκαηηθό πεδίν f ππάξρεη κία βαζκσηή ζπλάξηεζε Φ γηα ηελ νπνία ηζρύεη 0  . 

Γει., ε γλσζηή κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε Laplace. Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε απηό ζα 

έρνπκε ηα εμήο γηα ηηο 0H
s
 θαη 3H

s
: 

 Γηα ηελ 0H
s
 γλσξίδνπκε από ηηο (44) θαη (45) όηη ηζρύνπλ  0H r 0

s =  θαη 

 0 = 0H r
s , άξα ζα ππάξρεη βαζκσηή ζπλάξηεζε  0 r

s  κε  0 0r
s  ηέηνηα 

ώζηε:  

   0 0H r r
s s  , (65) 

 Γηα ηελ 3H
s
 επίζεο από ηηο (44) θαη (45) ηζρύνπλ  3H r 0

s =  θαη  3 = 0H r
s , 

νπόηε ζα ππάξρεη βαζκσηή ζπλάξηεζε  3 r
s  κε  3 0r

s   ηέηνηα ώζηε:        

   3 3H r r
s s  . (66) 

Άξα, γηα ηελ εύξεζε ησλ καγλεηηθώλ πεδίσλ 0H
s
 θαη 3H

s
 αξθεί λα ιύζνπκε ηηο δύν 

εμηζώζεηο Laplace  0 0r
s  θαη  3 0r

s   θαη ζηε ζπλέρεηα λα αληηθαηαζηήζνπκε 

ηηο 0

s  θαη 3

s  ζηηο ζρέζεηο (65) θαη (66). 

΢πλερίδνληαο ηώξα γηα ην 2H
s
 είδακε λσξίηεξα όηη πξνέθπςε ε ζρέζε (60), δει. ε 

   2 02H r H r
s s   ε νπνία είλαη κία εμίζσζε Poisson ηεο νπνίαο ε ιύζε ζα δίλεηαη από 

ην άζξνηζκα κίαο γεληθήο ιύζεο  2 r
s  κε  2 r 0

s   θαη κίαο εηδηθήο  2,p r
s . Γει.: 

ζα είλαη:  

     2 2 2,pH r r H r
s s s  , (67)  

Δίλαη ζεκαληηθό ζε απηό ην ζεκείν λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ   2 , p r
s , ε νπνία αθνύ ζα 

είλαη ιύζε ηεο (60) ηόηε ζα ηελ επαιεζεύεη, άξα ζα πξέπεη λα ηζρύεη: 

   
   

   
0 0

2,p 0 2,p 02 2
H r r

H r H r H r r

s s

s s s s


      . (68)  
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Έζησ όηη απηή ε κεξηθή ιύζε είλαη ε    2,p 0r r r
s s  . Θα δείμνπκε όηη πξάγκαηη είλαη 

απηή ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαπηόηεηα        2F F F Ff f f f


           .  

Οπόηε έρνπκε ηα εμήο: 

   

   

           
 

   

2,p 0

0

0 0

0, 0

0 0 0 0

0 0

(68) 2

2 2

0 0 2 2

r r r

r r

r

r r r

r r r r r r r

r r

s s

s

s s

s s s s

s s

 

   

 

       

             

      







  

   0 02 2r r
s s     πνπ ηζρύεη.  

Άξα, πξάγκαηη ε    2,p 0r r r
s s  είλαη κία κεξηθή ιύζε ηεο (60), όπνπ ε  0 r

s  ζα 

είλαη γλσζηή από ηελ επίιπζε γηα ηελ εύξεζε ηνπ 0H
s
. Έηζη, ηειηθά γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

πεδίνπ 2H
s
 αξθεί λα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε Laplace  2 r 0

s   θαη λα αληηθαηαζηήζνπκε 

ηε δηαλπζκαηηθή 2

s   πνπ ζα βξνύκε ζηε ζρέζε: 

     2 2 0(67) H r r r r
s s s    . (69) 

΢ηε ζπλέρεηα, όζνλ αθνξά ην ειεθηξηθό πεδίν 1E
s
 από ηε 2

ε
 ζρέζε ηεο (44) θαη γηα 2n   

έρνπκε όηη: 

       2 2 1 1 2

1
2

2
H r E r E r H r

s s s s 

 
       . (70)  

Δπνκέλσο, έρνληαο βξεη ην 2H
s
  κπνξνύκε κε απιή αληηθαηάζηαζε ζηε ζρέζε (70) λα 

έρνπκε ην 1E
s
. 

Σέινο, ην πεδίν πνπ απνκέλεη είλαη ην 3E
s
 γηα ην νπνίν πξνέθπςε λσξίηεξα ε ζρέζε (61), 

δει.    3 16E r E r
s s  , ε νπνία είλαη επίζεο εμίζσζε Poisson θαη ηεο νπνίαο ε ιύζε 

δίλεηαη σο άζξνηζκα κίαο γεληθήο ιύζεο  3 r
s  κε  3 r 0

s   θαη κίαο εηδηθήο. Δδώ, ηελ 

εηδηθή ιύζε ζα ηε βξνύκε κέζσ ηεο ζεκειηώδνπο ιύζεο ηνπ ηειεζηή Laplace γηα ηελ 

νπνία ζηε γεληθή κνξθή ηζρύεη:  

       
 

 
3

,r r r r r ru f u f d



         

όπνπ  
1

,
4

r r
r r

  


 ( κε ,u f  ηπραίεο ζπλαξηήζεηο).  

Άξα, θαη ζηελ πεξίπησζή καο αθνύ ζηε ζέζε ηεο  ru  έρνπκε ηελ  3E r
s  θαη ζηε ζέζε 

ηεο  rf  έρνπκε ηελ  16E r
s , ηόηε ε ζεκειηώδεο ιύζε ζα είλαη ε 

     
 1

3,p 1 3,p

1 1
6 6

4 4

E r
E r E r E r

r r r r

s

s s sd d
 

 

 
         

    
   ηελ νπνία 
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κπνξνύκε εύθνια λα βξνύκε αληηθαζηζηώληαο ηελ  1E r
s  πνπ ζα έρνπκε ήδε βξεη ζην 

πξνεγνύκελν βήκα ηεο επίιπζεο καο. Δπνκέλσο, ηειηθά, ζα είλαη  

     3 3 3,pE r r E r
s s s  . Έηζη, γηα λα βξνύκε ην πεδίν 3E

s
 αξθεί λα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε 

Laplace  3 r 0
s   θαη λα αληηθαηαζηήζνπκε ηε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 3

s  ζηε 

ζρέζε: 

         
 1

3 3 3,p 3 3

1
6

4

E r
E r r E r E r r

r r

s

s s s s s d




 
       

  
  , (71)  

πξάγκα πνπ απνδεηθλύεηαη έπθνια αθνύ: 

 

   
   

   
3

1

3 3 3 1

1
6 6

4

r 0E r
E r r E r E r

r r

ss

s s s sd


 



 
          

  




  πνπ παξαηεξνύκε 

όηη είλαη ε (61) άξα ηελ επαιεζεύεη.  

΢πλνςίδνληαο, ινηπόλ, όια ηα παξαπάλσ γηα λα βξνύκε ηα επηζπκεηά απνηειέζκαηα ζην 

πξόβιεκά καο αξθεί ηειηθά λα ιύζνπκε ηέζζεξηο εμηζώζεηο Laplace. Απηέο είλαη νη: 

  0 0r
s  , (72) 

  2 r 0
s  , (73) 

  3 0r
s  , (74) 

  3 r 0
s  , (75) 

εθ ησλ νπνίσλ ζηηο δύν αλαδεηνύκε βαζκσηέο ζπλαξηήζεηο ( 0 3,s s  ) ελώ ζηηο άιιεο δύν 

δηαλπζκαηηθέο ( 2 3,s s  ) ώζηε λα ηηο αληηθαηαζηήζνπκε ζηηο ζρέζεηο (65), (66), (69), (70) 

θαη (71). Γει. ζηηο: 

   0 0H r r
s s 

        
     2 2 0H r r r r

s s s  
      

   3 3H r r
s s 

  

   1 2

1

2
E r H rs s


  

        
   

 1

3 3

1
6

4

E r
E r r

r r

s

s s d




 
    

  
 . 

Δδώ, πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ηα δεηνύκελα ζθεδαδόκελα πεδία 0H
s
, 2H

s
, 3H

s
, 1E

s
 θαη 

3E
s
 πξέπεη λα θαζνξηζηνύλ ζηελ πεξηνξηζκέλε πεξηνρή ηεο θπκαηηθήο δηάδνζεο 

   3

0rV   .  

Ζ παξαπάλσ, ινηπόλ, αλάιπζε καο δείρλεη όηη ν όξνο γηα 0n  , πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ 

πξνζεγγηζηηθό ζηαηηθό όξν Rayleigh, αληηζηνηρεί ζε κία αλεμάξηεηε (από όξνπο άιισλ 

ηάμεσλ) εμίζσζε Laplace ε νπνία πξέπεη λα ιπζεί θαη αθνξά κόλν ην καγλεηηθό πεδίν, 
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αθνύ ην ειεθηξηθό πεδίν απηήο ηεο ηάμεο δελ ππάξρεη, δεδνκέλεο ηεο απνπζίαο ηνπ 

αληίζηνηρνπ πξνζπίπηνληνο ειεθηξηθνύ πεδίνπ. Αληηζέησο, ν δπλακηθόο όξνο ηάμεο 1n   

καο απνθαιύπηεη ηελ ύπαξμε ελόο αξκνληθνύ δηαλπζκαηηθνύ ειεθηξηθνύ πεδίνπ κε 

κεδεληθό ην αληίζηνηρν καγλεηηθό πεδίν ηεο ηάμεο απηήο. Όζν γηα ηελ πεξίπησζε ηάμεο 

2n  , απηή πεξηιακβάλεη κία εμίζσζε Poisson γηα ην καγλεηηθό πεδίν ε νπνία ζπλδπάδεη 

θαη ηνλ ζηαηηθό όξν. Έηζη, εθκεηαιιεπόκελνη θαηάιιεια ην πξόβιεκα ηάμεο 0n  , 

ιύλνπκε ηελ εμίζσζε Poisson εηζάγνληαο κία εηδηθή ιύζε, ε νπνία επηβεβαηώλεηαη κε ηε 

ρξήζε γλσζηήο ηαπηόηεηαο αιιά θαη ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο r 0   θαη r I  , πνπ 

δείμακε λσξίηεξα. ΢εκεηώλνπκε όηη ην πξνζπίπηνλ ειεθηξηθό πεδίν δελ ππάξρεη θαη εδώ, 

θιεξνλνκώληαο ηελ ίδηα ηδηόηεηα θαη ζην αληίζηνηρν ζθεδαδόκελν. Σέινο, ζηελ 

πεξίπησζε ηάμεο 3n  εκθαλίδεηαη θαη καγλεηηθό αιιά θαη ειεθηξηθό πεδίν. Όζνλ αθνξά 

ην καγλεηηθό πεδίν ηεο ηάμεο απηήο, έρνπκε λα ιύζνπκε απιά κία αλεμάξηεηε (από 

άιινπο όξνπο) εμίζσζε Laplace. Όκσο, δε ζπκβαίλεη ην ίδην γηα ην αληίζηνηρν πξόβιεκα 

ηνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ γηα ην νπνίν εηζάγεηαη εηδηθή ιύζε κε ηε κνξθή κίαο 

νινθιεξσηηθήο αλαπαξάζηεζεο πνπ πξνθύπηεη από ηε ζεκειηώζε ιύζε ηνπ ηειεζηή 

Laplace (Hobson, 1965). ΢πλεπώο, κε απηόλ ηνλ ηξόπν, πξνθύπηνπλ ηα πξνβιήκαηα (65), 

(66), (67), (70) θαη (71) ζε ζπλδπαζκό κε ηηο  (72) – (75) πιαηζησκέλα από ηηο ηέιεηα 

αληαλαθιαζηηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (51) θαη ηηο θαηάιιειε νξηαθή ζπκπεξηθνξά ζην 

άπεηξν (55).  

 

1.2 Επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

΢ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδεηαη νπζηαζηηθά όιν ην θύξην κέξνο ηεο εξγαζίαο απηήο. 

Αξρηθά ζηελ 1
ε
 ππνελόηεηα πεξηγξάθεηαη ιεπηνκεξώο ην ζθαηξηθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ θαη παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά όιεο εθείλεο νη ζρέζεηο πνπ ζα είλαη 

ρξήζηκεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ δεηνύκελσλ πεδίσλ όπσο γηα παξάδεηγκα νη ηειεζηέο 

Αλάδειηα θαη Laplace ζηηο ζθαηξηθέο, νη ηδηνιύζεηο ηεο κεξηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηνπ 

Laplace, νη ζρέζεηο νξζνγσληόηεηαο, θα. Παξαθάησ, ζηε 2
ε
 ππνελόηεηα ππνινγίδνληαη ηα 

καγλεηηθά ζθεδαδόκελα πεδία θαη ζηελ 3
ε
 ππνελόηεηα ηα ειεθηξηθά. ΢ε απηέο ηηο 

ππνελόηεηεο ιύλνληαη αλαιπηηθά νη αληίζηνηρεο εμηζώζεηο ιακβάλνληαο ππόςηλ ηηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ ηνπο αλαινγνύλ θάζε θνξά.  
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1.2.1 Καζνξηζκόο ζρέζεσλ ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα  

Υάξηλ πιεξόηεηνο, ζε απηό ην ζεκείν ζα παξνπζηάζνπκε κία ζύληνκε αλάιπζε ηεο 

ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο. Γλσξίδνπκε όηη νη ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη νη  , ,r    (βι. 

΢ρήκα 2) κε  0,r  ηελ αθηηληθή απόζηαζε (απόζηαζε ηνπ ηπραίνπ ζεκείoπ από ην 

ζεκείν αλαθνξάο  0,0,0 ),  0,   ηελ πνιηθή γσλία (γσλία πνπ κεηξάηαη από ηε 

ζηαζεξή θαηεύζπλζε ηνπ 1x ) θαη  0,2   ην αδηκνύζην (γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε 

πξνβνιή ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ ζην επίπεδν 2 3Ox x  κε ηνλ άμνλα 2x ). Δπηπιένλ, ηζρύνπλ νη 

ζρέζεηο: 

1 cosx r  , 2 sin cosx r     θαη  3 sin sinx r    (76) 

κε ηπραίν δηάλπζκα ζέζεο ην  1 2 3, ,r = x x x . Δπίζεο, κε  0 10 20 30, ,r = x x x νξίδνπκε ηελ 

θαζνξηζκέλε ζέζε ηεο πεγήο πνπ εθπέκπεη ην ειεθηξνκαγλεηηθό θύκα. Βαζηθό ζηνηρείν 

είλαη ε εθκεηάιιεπζε ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο ηνλ 1x –άμνλα ηνπ εθαξκνζηένπ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ θαη ηνπ ζθαηξηθνύ αληηθεηκέλνπ πνπ βξίζθεηαη ππό 

δηεξεύλεζε. ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, απηή είλαη κία αξθεηά πξαθηηθή ηερληθή, ε νπνία 

απινπνηεί ηε καζεκαηηθή επεμεξγαζία, δηαηεξώληαο ηε γεληθόηεηα αλαιινίσηε αθνύ 

εμαθνινπζνύκε λα αληηκεησπίδνπκε έλα γλήζηα ηξηζδηάζηαην πξόβιεκα θαη κε ηνλ 

απζαίξεην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ καγλεηηθνύ δηπόινπ πνπ ππνλνείηαη από ηελ (18) λα 

παίδεη ζεκαληηθό ξόιν ζηελ ηξηζδηάζηαηε δηακόξθσζε ηεο ηειηθήο ιύζεο. Ωζηόζν ζηελ 

πνιύ εηδηθή πεξίπησζε όπνπ ην καγλεηηθό δίπνιν βξίζθεηαη επάλσ ζηνλ άμνλα 

ζπκκεηξίαο ηεο πξνηεηλόκελεο γεσκεηξίαο, δει. ζηνλ 1x –άμνλα, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη 

 0 10 ,0,0r = x  θαη όηη πξνζαλαηνιίδεηαη θαηά ηελ 1x –θαηεύζπλζε, δίλνληαο 
1 1
ˆm = m x , ην 

πξόβιεκα κεηαηξέπεηαη ζε αμηζπκκεηξηθό. Ζ αδηκνπζηαθή γσλία  0,2   απαιείθεηαη 

θαη έηζη απαιείθεηαη θαη θάζε εμάξηεζε από απηήλ. Δπηπιένλ, απηόο ν πεξηνξηζκόο ηεο 

εμαθάληζεο ησλ δύν δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηνπ καγλεηηθνύ δίπνινπ ( 2 3 0m m  ) θαη ηεο 

ζέζεο ηνπ ( 20 30 0x x  ) επηβάιιεηαη ζε θάζε πεδίν θαη ζηα αλαιπηηθά ηνπ απνηειέζκαηα. 

Δληνύηνηο, εδώ εμεηάδεηαη ε γεληθή κε–αμηζπκκεηξηθή πεξίπησζε πνπ αθνξά πεγή 

απζαίξεηεο ζέζεο θαη πξνζαλαηνιηζκνύ. 
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Σρήκα 2 Η ζθαηξηθή γεσκεηξία κε ηηο ηξεηο ζπληεηαγκέλεο επηθάλεηεο. 

 
΢ην ΢ρήκα 2 βιέπνπκε ηε ζθαηξηθή γεσκεηξία κε ηηο ηξεηο ζπληεηαγκέλεο επηθάλεηεο. 

Γει. ηε ζθαίξα (όηαλ .r  ),  ηνλ θώλν (όηαλ .  ) θαη ην κεζεκβξηλό 

επίπεδν (όηαλ .  ).  

 

΢ηελ πνξεία ηεο κειέηεο καο όκσο, όπσο βιέπνπκε θαη ζην Παξάξηεκα Β κε ηελ επίιπζε 

ηεο Λαπιαζηαλήο ζε ζθαηξηθέο, ε κεηαβιεηή   εκθαλίδεηαη κόλν κέζα ζε 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, έηζη γηα ιόγνπο επθνιίαο ζηηο πξάμεηο έρνπκε ζέζεη 

cos  , κε: 

   0, 0 1 cos 1 1 1 1,1                     . 

Έηζη, ζηελ παξνύζα κειέηε ζα νξίζνπκε θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ζθαηξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο  , ,r  
 
κε  0,r  ,  1,1   ,  0,2   θαη  

1x r , 
2

2 1 cosx r     θαη 
2

2 1 cosx r     (77) 

νη νπνίεο πξνθύπηνπλ από ηηο (76) αθνύ: 

 0, άξα sin 0
2 2 2 2 2 2sin cos 1 sin 1 cos sin 1 cos sin 1

  

       
 

           . 
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΢ηε ζπλέρεηα, ζα πξέπεη λα νξίζνπκε ηνπο βαζηθνύο δηαθνξηθνύο ηειεζηέο, ζηηο ζθαηξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο  , ,r  
 
πνπ νξίζακε. Αξρηθά, γηα ηνλ ηειεζηή Αλάδειηα γλσξίδνπκε όηη 

απηόο ζηηο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο  , ,r  
 
είλαη: 

ˆ ˆ
ˆ

sin
r

r r r  

  
    

  
r

 
  όπνπ ζέηνληαο cos   ζα έρνπκε: 

2sin 1                         
 

   
2

cos
sin 1

cos cos


 

    

   
     

    
   

Άξα, ηειηθά, ν ηειεζηήο Αλάδειηα γηα   0,r  ,  1,1   ,  0,2   ζα είλαη: 

2

2

1 1ˆˆ ˆ
1

r
r r r



 

  
    

  
r   , (78) 

Δπίζεο, ν ηειεζηήο Laplace ζηηο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο  , ,r  
 
είλαη: 

2
2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
sin

sin sin

2 1 cos 1

sin sin

r r
r r r r

r r r r r r


    



    

        
          

        

    
    
    

   

όπνπ ζέηνληαο cos   ζα έρνπκε: 

2 2sin 1                            
2sin 1                            

21 
 

 
  

 
  

 

 

 

2
2 2

2

2 2 2

cos
1 1

cos

sin 1 1 1
cos


 

       

   
   

          
            

            

      
          

      

  

 

 

2 2
2 2 2 2

2 22 2

2
2

2

1 1
1 2 1 1 1

2 1 1

1


    

    

 
 

      
             

          

 
   

 

  

Άξα, ηειηθά ν ηειεζηήο Laplace γηα   0,r  ,  1,1   ,  0,2 
 
γίλεηαη: 

 
 

2 2 2
2 2

2 2 2 22 22 2

2 1 1
1 1

11r r r r rr


  

   

      
          

      
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 
 

2 2 2
2

2 2 2 22 2

2 1 1
1 2

1r r r r r
 

  

     
         

     
  

 
 

2
2 2

2 2 22 2

1 1 1
1

1
r r

r r r r r


  

      
                

, (79)    

Παξαθάησ, ζα ππνινγίζνπκε ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Έζησ, ινηπόλ, 

ην ηπραίν δηάλπζκα 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  ζην Καξηεζηαλό επίπεδν  1 2 3

ˆ ˆ ˆ, ,x x x  ην νπνίν 

ζύκθσλα κε ηηο (76) θαη (77) γίλεηαη αληίζηνηρα:  

1 2 3
ˆ ˆ ˆcos sin cos sin sinr r r r      x x x ,  (80)  

ζηηο ζθαηξηθέο  , ,r  
 
ζην Καξηεζηαλό θαη 

2 2

1 2 3
ˆ ˆ ˆ1 cos 1 sinr r r r        x x x , (81) 

ζηηο ζθαηξηθέο  , ,r  
 
ζην Καξηεζηαλό.  

Δπνκέλσο, όζνλ αθνξά ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηά έρνπκε: 

 

(80)
1 2 3

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆcos sin cos sin sin
ˆ

cos sin cos sin

r

r

    

   


   

  


r

x x x
r

r
  

2

1 2 3

2 2

cos

1 2 3
sin 1

2 2

1 2 3

ˆ ˆ ˆcos sin cos sin sin

cos sin

ˆ ˆ ˆcos sin cos sin sin

ˆ ˆ ˆ1 cos 1 sin

 

 

    

 

    

    



 

 
 



   

    

x x x

x x x

x x x

  

Δπηπιένλ, λα ζεκεηώζνπκε εδώ, όηη ην κνλαδηαίν δηάλπζκα r̂  ζπκπίπηεη κε ην κνλαδηαίν 

θάζεην δηάλπζκα ζηελ επηθάλεηα S  ηεο ζθαίξαο n̂ .  Σειηθά, απηό είλαη: 

    2 2

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 1 cos 1 sinr r             r n x x x , (82) 

Δπίζεο, γηα ην κνλαδηαίν ˆ ˆ   έρνπκε: 

2 2
1

(81)

2

1
ˆ ˆ

1


 





 

 
 

 

  
   

 
 

 

 

rr

r r
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2 2 2

1 2 32 2

2

ˆ ˆ ˆ1 1 cos 1 sin
1 1

1

r r r
 

    
 




     
 

 


 


x x x

r
  

   

2
2

1 2 3
1 2 3

2 2 2 2 2 2

2

1 2 3

ˆ ˆ ˆ1 cos sinˆ ˆ ˆ1 cos sin

1 cos sin

ˆ ˆ ˆ1 cos sin

rr r r

rr r

        

   

    

           
  

    

x x xx x x

x x x

  

Άξα, απηό είλαη: 

    2

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 1 cos sin               x x x , (83) 

Καη ηέινο, γηα ην κνλαδηαίν ̂  έρνπκε: 

 

(80)
2 3

2 3
2 2 2 2

ˆ ˆsin sin sin cos
ˆ ˆ ˆsin cos

sin cos sin

r r

r

   
 

  




 
    

 


r

x x
υ x x

r
  

Άξα, θαη απηό είλαη: 

  2 3
ˆ ˆ ˆsin cos    υ x x . (84)  

Δπίζεο, ζεκεηώλνπκε εδώ όηη ην κνλαδηαίν δπαδηθό γηλόκελν ζηηο ζθαηξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο είλαη: 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ      r r υ υ  . 

Οξίδνπκε εδώ ηελ αθηίλα ηνπ ζθαηξηθνύ αληηθεηκέλνπ σο sr r    θαη άξα ζα είλαη 

   , , , ,rs sr        ην δηάλπζκα ζέζεο κε αξρή ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη ηέινο ζηελ 

επηθάλεηο S  ηεο ζθαίξαο.  Όζνλ αθνξά ηώξα, ηελ πεξηνρή ηεο θπκαηηθήο δηάδνζεο απηή 

νξίδεηαη ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα σο: 

               3

0 0 0 0, , : , , 1,1 , 0,2 , ,r sV r r r r                  , (85) 

όπνπ ην  0 0 0, ,r    αληηζηνηρεί ζην  10 20 30, ,x x x
 

κέζσ ηεο (77), δίλνληαο έηζη ηνλ 

εμσηεξηθό ρώξν. Πξνθαλώο, εθόζνλ ην ζθαηξηθό αληηθείκελν είλαη κε–δηαπεξαηό, ηόηε 

δελ ζα ππάξρεη θαλέλα εζσηεξηθό ηεο ζθαίξαο πεδίν. Δπνκέλσο, ζα ηζρύεη: 

   H r E r 0
x x   γηα       1, , 1,1 , 0,2r sr r           θαη κε , ,x p s t , (86)  
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ελώ γηα sr r   θαη θαζώο r  , νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (50) ή (51) θαη νη 

ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο ζην άπεηξν (52) ή (55), πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ αληίζηνηρα.  

Πξνρσξώληαο, ζα κηιήζνπκε γηα ηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο Laplace πνπ ζα ρξεηαζηνύκε 

ζηελ εξγαζία καο. Έηζη ινηπόλ ε γεληθή ηεο ιύζε (βι. Παξάξηεκα Β) είλαη: 

     / / / /

, , , ,ex

0 0

r r r
m q m q m q m q

in in ex

m

u A u A u



 

    , (87) 

γηα       0, , 1,1 , 0,2r r          κε / /

, ,,m q m q

n in n exA A  απζαίξεηεο ζηαζεξέο όπνπ 

/

, 0m q

exA   ζην εζσηεξηθό πξόβιεκα θαη /

, 0m q

inA   ζην εμώηεξηθό πξόβιεκα όπσο ζηε δηθή 

καο πεξίπησζε θαη κε ηηο ηδηνιύζεηο: 

     / /

, ( ) ,r
m q m q m q

in mu r P f r Y     , (88) 

θαη 

         1 1/ /

, ( ) ,rm q m q m q

ex mu r P f r Y   
   

  , (89) 

όπνπ 

   / , ( )m q m q

mY P f    , κε 
cos ,

( )
sin ,

q

m

m q e
f

m q o







 


 . (90) 

θαη κε 
mP  ηηο ζπζρεηηζκέλεο ζπλαξηήζεηο Legendre 1

νπ
 είδνπο. 

Όκσο, αθνύ ζηελ πεξίπησζή καο έρνπκε εμσηεξηθό πξόβιεκα ζα ηζρύεη /

, 0m q

n inA  . Έηζη, ε 

γεληθή ιύζε πνπ ζα καο ρξεηαζηεί θπξίσο ζα είλαη ε  

   / /

, ,

0 0 ,

r rm q m q

ex ex

m q e o

u A u



  

  γηα       , , 1,1 , 0,2r r          . (91) 

΢πλερίδνληαο, ζα πξέπεη λα νξίζνπκε ηα παξαθάησ εζσηεξηθά γηλόκελα θαη έρνπκε: 

        
1

1

2 ( )!
,

2 1 ( )!

m m m m m
P P P P d

m
     



  




 

    όπνπ  , 0  , (92) 

θαη 
0,

1,
 


 


 ην δέιηα ηνπ Kronecker θαη     , 0,1,2,..., ,m m  , ελώ γηα ηηο 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο γηα , 0   θαη , ,q q e o  , ηζρύεη όηη είλαη νξζνγώληεο κε:

        
2

0

2
,q q q q

m m m m mm qq

m

f f f f d




      

 

    
 , (93) 
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όπνπ    , 0,1,2,..., ,m m   θαη 
1, 0

2, 1
m

m

m


  


 .  

Δπίζεο, ε ζρέζε νξζνγσληόηεηαο γηα ηηο ζθαηξηθέο αξκνληθέο είλαη:

        
2

/ / / /

0
0

, , , , , , sim q m q m q m qY Y Y Y d d d




          
   

     (94)  

όπνπ αθνύ cos   άξα θαη sind d     θαη επίζεο γηα 0   είλαη 1   ελώ γηα  

   είλαη 1    ζα είλαη, 

        

        

2
1

/ / / /

1
0

2
1

/ / / /

1
0

(94) , , , , , ,

, , , , , ,

m q m q m q m q

m q m q m q m q

Y Y Y Y d d

Y Y Y Y d d





         

         


   

 

   

 


   

  

 

 

 

    
 

 
/ /

!1 4
, , ,

2 1 !

m q m q

mm qq

m

m
Y Y

m


      

 

   


 

  
, (95)                                  

κε    , 0,1,2,..., ,m m   θαη    , ,q q e o  . 

Δπηπιένλ, κία πνιύ ρξήζηκε πιεξνθνξία γηα ηηο πξνζερείο αλαιπηηθέο ππνελόηεηεο, 

ελζσκαηώλεη ηε ζέζε ηνπ δίπνινπ 0r  κε ην πνιύ ρξήζηκν αλάπηπγκα ηεο ζπλάξηεζεο 

Green ζηε ζθαηξηθή γεσκεηξία (Hobson, 1965). Γηα ην αλάπηπγκα 
1

R
 (βι. Παξάξηεκα Β) 

ηζρύεη: 

   

   

/ /

, 0 , 0

0 0 ,

0 / /

, 0 , 0

0 0 ,

, >

1 1

, <

r r r r

r r
r r r r

m q m q

in ex

m q e o

m q m q

ex in

m q e o

u

R
u







  



  





  
 







. (96) 

όπνπ 

 
 

 
 / /

, 0 , 0

!

!
r r

m q m q

y m y

m
u

m



 


κε ,y in ex . (97)                                              

΢ην πξόβιεκά καο όκσο όπνπ έρνπκε 0<r r  ζα ηζρύεη κόλν ν 2
νο

 θιάδνο ηεο (96). Γει. 

   / /

, 0 ,

0 0 0 ,

1 1
r r

r r

m q m q

ex in

m q e o

u
R





  

 
  , (98) 
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Σέινο, ππνινγίζακε ηελ απόθιηζε θαη ην ζηξνβηιηζκό ελόο δηαλπζκαηηθνύ πεδίνπ ζηηο 

ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο  , ,r  
 

(βι. Παξάξηεκα A) δηόηη είλαη πηζαλό  λα καο 

ρξεηαζηνύλ ζηελ πνξεία. Έηζη, γηα ηπρνύζα δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 

       ˆˆ ˆ, , , , , , , ,g rr g r g r g r          r  
  
έρνπκε:  

   22

2 2

11 1 1

1
g

r
gr g g

r r r r






 

  
   

  
, (99) 

θαη 

   
2

2 2

11 1 1 ˆˆ
1 1

g + r

g rgg g

r r

 


   

        
                   

r ζ
  
 

 
2 ˆ                                                                            1 r

rg g

r






  
   

     

υ
. 

(100) 

Δδώ ηειεηώλεη ε γλσζηή αιιά θαη απαξαίηεηε ζπιινγή όισλ ησλ πξνθαηαξθηηθώλ 

ζρέζεσλ πνπ ζα ρξεηαζηνύκε ζηε ζπλέρεηα. 

 

1.2.2 Υπνινγηζκόο καγλεηηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ 

Τπνινγηζκόο ηνπ 0H
s
 

Θα μεθηλήζνπκε ηελ επίιπζε κε ην ζηαηηθό όξν Rayleigh 0H
s

 
, όπνπ ην ζρεηηθό πξόβιεκα 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ απνηειείηαη από ηηο ζρέζεηο (65) δει.    0 0H r r
s s   θαη (72) δει. 

 0 0r
s  , κε  ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε: 

     
0

0 0 0
ˆ(51) ; 0r H r r H r

n
p s

s s s



     n , όπνπ    , , , ,rs sr       . (101) 

Αξρηθά, ππελζπκίδνπκε όηη ε (72) είλαη κία εμίζσζε Laplace κε άγλσζηε ηε βαζκσηή 

ζπλάξηεζε  0 r
s .  ΢ύκθσλα, ινηπόλ, κε ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο Laplace θαη ηε 

ζρέζε (91) ζηελ νπνία θαηαιήμακε, ε ιύζε ηεο (72) ζα είλαη ηεο κνξθήο: 

         
(89)

1/ / / /

0 , , 0 ,

0 0 , 0 0 ,

,r r rs m q m q s m q m q

ex ex ex

m q e o m q e o

a u a r Y  

 

 

     

     , (102) 

όπνπ /

,

m q

exa  απζαίξεηεο ζηαζεξέο γηα 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

Οπόηε, θαη ην δεηνύκελν πεδίν ζα είλαη: 

     
(102)

1/ /

0 ,

0 0 ,

(65) ,H rs m q m q

ex

m q e o

a r Y  



 

  

   
  , (103) 
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Έηζη, γηα λα βξνύκε ηειηθά ην πεδίν 0H
s
 αξθεί λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ζηαζεξέο /

,

m q

exa , θάηη 

πνπ ζα γίλεη κέζσ ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο (101). Δίλαη: 

       0 0 0
ˆ ˆ(101) ; 0r H r r r H r

p s

s s s s    n n . (104) 

Θα ππνινγίζνπκε μερσξηζηά ηνλ θάζε όξν ηεο (104) θαη κεηά ζα ηνπο αληηθαηαζηήζνπκε 

ζ’ απηή. Δπνκέλσο, έρνληαο επηπιένλ ππόςηλ όηη ην δπαδηθό 
1

R
  είλαη ζπκκεηξηθό, 

έρνπκε: 

   
   

     

 
0 0 0 0

ˆ ˆ (31) (39)

0 0 0 0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ; ;

4 4

1 1 1 1
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4 4 4 4

r r
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r r
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 
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
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 



  

Άξα, γηα    , , , ,r rsr       είλαη: 

       
0

/ 1 /

0 0 , 0

0 0 ,

ˆ ; ,
4

r

m
r H r r rp m q m q

s s ex

m q e o
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




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 
    

 
n , (105)  

θαη επίζεο,  

   
   

       
ˆ ˆ (103)
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1 /

2/ / /

, ,

0 0 , 0 0 ,

,
1 ,

m q

m q m q m q

ex ex

m q e o m q e o

r Y
a a r Y

r

 
 

  

 

     

 
    

    

Άξα,          2/ /

0 ,

0 0 ,

ˆ 1 ,r H rs m q m q

s s ex

m q e o

a Y  



 

  

   n . (106) 

Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο ηηο (105) θαη (106) ζηελ (104) έρνπκε: 
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   

     

0

/ 1 /

, 0

0 0 ,

2/ /

,

0 0 ,

,
4

1 , 0

r

m
rm q m q

ex

m q e o

m q m q

ex

m q e o

Y

a Y

   


  





  



 

  

 
   

 

   




 

       
0

2/ 1 / /

, 0 ,

0 0 ,

1 , 0
4

r

m
rm q m q m q

ex ex

m q e o

a Y    




 

  

  
     

  
 + , (107)   

θαη από ηελ (107) ιόγσ νξζνγσληόηεηαο ζα έρνπκε: 

     

     

   

0

0

0

2/ 1 /

, 0 ,

2/ 1 /

, 0 ,

1
/ /

, , 0 2

1 0
4

1
4

4 1

r

r

r

m
r

m
r

m
r

m q m q

ex ex

m q m q

ex ex

m q m q

ex ex

a

a

a

  


  





 

 

 



 

 
    

 

 
      

 

 
     

 

+

  

 
0

2 1
/ /

, , 0
4 1

r

m
rm q m q

ex exa






 

    
 

, (108) 

πνπ είλαη νη δεηνύκελνη ζπληειεζηέο. Δπνκέλσο, ε βαζκσηή ζπλάξηεζε 0

s  είλαη: 

       
0

2 1(108)
1/ /

0 , 0

0 0 ,

(102) ,
4 1

r

m
r rs m q m q

ex

m q e o

r Y


  


 
 

  

 
     

 
 , (109) 

γηα θάζε r  θαη 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

Έηζη, γηα ην ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδίν ηάμεο 0n   πνπ ζέινπκε λα θαηαιήμνπκε 

έρνπκε: 

       
0

2 1(108) (97)
1/ /

0 , 0
(109)

0 0 ,

(103) ,
4 1

r

m
H r rs m q m q

ex

m q e o

r Y


  


 
 

  

            


 
 

 

 
     

 
 

 
     

0

0

2 1
1/ /

0 , 0

0 0 ,

2 1 (89)
1/ /

0 , 0

0 0 ,

!
,

4 ! 1

!
,

! 1 4

r

r

m
H r r

m
H r r

s m q m q

m ex

m q e o

s m q m q

m ex

m q e o

m
u r Y

m

m
u r Y

m


 




 



 
 

  

 
 

  

 
             

                





 
 

 
   

0

2 1
/ /

0 , 0 ,

0 0 ,

!

! 1 4
r

m
H r r rs m q m q

m ex ex

m q e o

m
u u

m





 

  


          

 
 

 
   

0

2 1
/ /

0 , 0 ,

0 0 ,

!

4 ! 1
r

m
H r r rs m q m q

m ex ex

m q e o

m
u u

m





 

  


          , (110)
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πνπ είλαη ην δεηνύκελν ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδίν γηα θάζε r , ελώ  /

, r
m q

exu  θαη 

 /

, 0r
m q

exu  δίλνληαη από ηνλ ηύπν (89) γηα 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

Τπνινγηζκόο ηνπ 2H
s
 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα αζρνιεζνύκε κε ην καγλεηηθό πεδίν ηάμεο 2n  , ην νπνίν παξνπζηάδεη 

κία ηδηαίηεξε δπζθνιία, θπξίσο ιόγσ ηεο ζύδεπμήο ηνπ κε ηνλ ζηαηηθό όξν, όπσο θαίλεηαη 

θαη από ηελ (69). Δπίζεο, δεκηνπξγείηαη θαη κία επηπιένλ πνιππινθόηεηα ιόγσ ηνπ όηη ην  

2H
s
 είλαη θαζαξά δηαλπζκαηηθό, νπόηε θαη ρξεηαδόκαζηε έλα ζύλνιν ηξηώλ μερσξηζηώλ 

ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ώζηε λα θαζνξηζηνύλ νη ηξεηο ηνπ ζπληζηώζεο. Έηζη, πέξα από ηελ 

εθαξκνγή ηεο βαζκσηήο ζπλζήθεο ζην πξώην κέξνο ηεο (51) γηα 2n  , ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηε δηαλπζκαηηθή ζπλζήθε πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ζπλνιηθό 

ειεθηξηθό πεδίν 1E
t
 ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο ζην δεύηεξν κέξνο ηεο (51), πνπ αθνξά ηηο 

(37) θαη (70) από ηελ νπνία ζα πξνθύςνπλ δύν ζπλζήθεο. Έηζη ινηπόλ, ην πξόβιεκα πνπ 

θαινύκαζηε λα ιύζνπκε γηα ηελ εύξεζε ηνπ 2H
s
 απνηειείηαη από ηε ζρέζε (69) δει. ηελ 

     2 2 0H r r r r
s s s   , ηελ (73) δει. ηελ  2 r 0

s   θαη ηηο ζπλζήθεο: 

     
2

2 0 2
ˆ(51) ; 0r H r r H r

n
p s

s s s



     n , όπνπ    , , , ,rs sr       , (111) 

θαη 

     
1

1 0 1
ˆ(51) ;r E r r E r 0

n
p s

s s s



     n , όπνπ    , , , ,rs sr       . (112) 

Αξρηθά, ηε ζπλάξηεζε  0 r
s  ηε γλσξίδνπκε από ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ 0H

s
 

πξνεγνπκέλσο θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε (109). Οπόηε, γηα λα βξνύκε ην 2H
s
 αξθεί λα 

βξνύκε ηε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 2

s , ε νπνία όπσο είδακε παξαπάλσ ζα είλαη ιύζε 

ηεο εμίζσζεο Laplace (73). Έηζη,  ε 2

s  ζύκθσλα κε ηελ (91) θαη ηελ (89) δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν: 

     1/ /

2 ,

0 0 ,

,r bs m q m q

ex

m q e o

r Y  



 

  

 , (113) 

όπνπ /

,b
m q

ex  απζαίξεηνη δηαλπζκαηηθνί ζπληειεζηέο γηα 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o .  

Δπνκέλσο, πξέπεη λα βξνύκε ηνπο /

,b
m q

ex  νη νπνίνη δεδνκέλεο ηεο Καξηεζηαλήο βάζεο 

 1 2 3
ˆ ˆ ˆ, ,x x x   ζα  είλαη ηεο κνξθήο: 
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3

/ / / / /

, , ,1 1 ,2 2 ,3 3

1

ˆ ˆ ˆ ˆbm q m q m q m q m q

ex j j

j

b b b b



    x x x x . (114) 

Από ηελ (114) παξαηεξνύκε όηη νη άγλσζηνη πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε είλαη νη ηξεηο 

ζπληζηώζεηο ησλ /

,b
m q

ex , δει. νη / / /

,1 ,2 ,3, ,m q m q m qb b b , έηζη επηβεβαηώλεηαη ην γεγνλόο όηη ζα 

ρξεηαζηνύκε ηξεηο ζπλζήθεο γηα ηελ εύξεζή ηνπο. Όπσο ήδε αλαθέξακε ε κία ζπλζήθε 

είλαη ε (111) ελώ ε άιιε είλαη ε (112) από ηελ νπνία ζα πξνθύςνπλ δύν μερσξηζηέο 

ζπλζήθεο. Όκσο, γηα λα γίλεη εύρξεζηε ε (112) ζα πξέπεη λα ηελ επεμεξγαζηνύκε 

θαηάιιεια ρξεζηκνπνηώληαο ηηο (37) θαη (70). Έηζη, έρνπκε: 

   

   

(37)

2
(70)

2

1 1
ˆ(112)

4 2

1 1
ˆ

2 2

m
r H r 0

m
r H r 0

s

s s

s

s s

R

R

 

  



 

 
        

 

 
       

 

n

n

   

   2

1
ˆ

2

m
r H r 0

s

s s
R

 
     

 
n .  (115) 

Αθόκε, ππάξρεη θαη ε ζπλζήθε: 

           

     

     

2

2 2 0 2 0

3 (Παξάξηεκα )

2 0 0

2 0 0

(45) 0 0 0

0

3 0

r

H r r r r r r r

r r r r r

r r r r

n
s s s s s

s s s

s s s



  

          

      

      

 





 

     2 03 0r r r
s s      , (116) 

ε νπνία δε ζα καο ρξεηαζηεί θαηά ηελ επίιπζε αιιά ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη.  

Σώξα, γηα λα πξνρσξήζνπκε ζηελ επίιπζή καο είλαη ζεκαληηθό λα εθθξάζνπκε ηνπο 

ζπληειεζηέο /

,b
m q

ex  ζηε βάζε ηνπ ζθαηξηθνύ ζπζηήκαηνο. Ζ κεηαηξνπή από ην Καξηεζηαλό 

ζην ζθαηξηθό γίλεηαη κέζσ ηνπ ηύπνπ: 

     / / / /

, , , ,
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆb = b b b

m q m q m q m q

ex ex ex ex    r r     . (117) 

Γηα ηα εζσηεξηθά γηλόκελα ηεο (117) έρνπκε: 

/ / / 2 / 2

, ,1 ,2 ,3
ˆ 1 cos 1 sinb

m q m q m q m q

ex b b b         r  (118) 

/ / 2 / /

, ,1 ,2 ,3
ˆ 1 cos sinb

m q m q m q m q

ex b b b           (119) 

/ / /

, ,2 ,3
ˆ sin cosb

m q m q m q

ex b b      (120) 
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Άξα, ε (117) γίλεηαη: 

 / / / 2 / 2

, ,1 ,2 ,3
ˆ1 cos 1 sinb =

m q m q m q m q

ex b b b        r  

   / 2 / / / /

,1 ,2 ,3 ,2 ,3
ˆ ˆ1 cos sin sin cosm q m q m q m q m qb b b b b               . (121) 

Αθόκε, επηζεκαίλνπκε εδώ όηη ην δηάλπζκα ζέζεο 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  ζηηο ζθαηξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο γξάθεηαη ˆr r r .           

Παξαθάησ, ζα πξνρσξήζνπκε ζην θύξην θνκκάηη ηεο δηαδηθαζίαο εύξεζεο ηνπ 

δεηνύκελνπ 2H
s
. Θα ρεηξηζηνύκε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (111) θαη (115) κε ηέηνην 

ηξόπν ώζηε λα πξνθύςεη έλα ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ κε αγλώζηνπο ηηο ζπληζηώζεο 

/ / /

,1 ,2 ,3, ,m q m q m qb b b . Ζ κνξθή ησλ ηξηώλ απηώλ ζρέζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζα 

θαηαιήμνπκε είλαη ε επόκελε: 

    
3

/ , / / ,

, , 0

0 0 , 1

, , , , ; 0rm q m q m q

j s j s

m q e o j

f r b g r    



   

 
  

  
  , γηα θάζε 1,2,3  , (122) 

όπνπ    1,1 , 0, 2     ,  0 0 0 0, ,r r    θαη κε 1,2,3   λα αληηζηνηρνύλ ζηελ θάζε 

εμίζσζε. Έηζη, ζθνπόο καο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 / ,

, , ,m q

j sf r    θαη ηνπο όξνπο  / ,

0, , ;rm q

sg r   . 

Καη’ αξράο, ζα αζρνιεζνύκε κε ηε ζπλζήθε (111). Έρνπκε: 

       2 0 2
ˆ ˆ(111) ; 0r H r r r H r

p s

s s s s    n n . (123) 

Θα ππνινγίζνπκε θάζε όξν ηεο (123) μερσξηζηά θαη έπεηηα ζα αληηθαηαζηήζνπκε ηα 

απνηειέζκαηα ζ’ απηήλ. Δίλαη: 
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   
ˆ ˆ (35)
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 Οπόηε, γηα    , , , ,r rsr       ζα είλαη: 
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Δπίζεο, 
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Δπνκέλσο, γηα    , , , ,r rsr       είλαη: 
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s
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Δπνκέλσο, ηειηθά, ε πξώηε ζπλζήθε καο δίλεη: 
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Έηζη, κε ηελ (127) κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο  / ,1

, , ,m q

j sf r    ησλ 

αγλώζησλ   / / /

,1 ,2 ,3, ,m q m q m qb b b  θαη ηνλ ζηαζεξό όξν  / ,1

0, , ;rm q

sg r    ηεο πξώηεο εμίζσζεο 

ηνπ ζπζηήκαηνο, δει. ηεο εμίζσζεο γηα 1  . Απηνί είλαη: 
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΢πλερίδνληαο, ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ άιιε ζπλζήθε πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο, ε 

νπνία είλαη ε ζρέζε (115) θαη ε νπνία ζα καο δώζεη ηηο άιιεο δύν εμηζώζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Γει., απηέο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο πεξηπηώζεηο 2   θαη 3  . Έρνπκε 

ινηπόλ ηα εμήο: 
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Ολνκάζακε θάζε όξν ηεο (128) κε Η, ΗΗ, ΗΗΗ αληίζηνηρα γηα επθνιία ζην ζπκβνιηζκό θαη ζα 

ηα ππνινγίζνπκε μεζσξηζηά θαη ζηε ζπλέρεηα ζα ηα αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ (128). 

Πξώην ζα ππνινγίζνπκε ην ΗΗΗ, δηόηη είλαη ην πην απιό. Έρνπκε: 
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r    
0

/ /

, 0

0 0 ,

,
4

r r
m q m q

ex

m q e o

r Y  




  

  
   

  

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    / /

, 0

0 0 ,

ˆ2 ,M rm q m q

ex

m q e o

r Y  



  

  
  r

 

  

όπνπ    
0

/ /

, 0 , 0
2

r

m
M r rm q m q

ex ex


  , (129)  

Eπνκέλσο, θαηαιήμακε όηη γηα sr r    :     

    / /

, 0

0 0 ,

ˆ2 ,M rm q m q

ex

m q e o

Y  



  

   
  r   

΢πλερίδνπκε κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ Η. Δδώ ζα είλαη: 

   
(113)

1/ /

,

0 0 ,

ˆ ,bm q m q

ex

m q e o

r Y  



 

  

 
    

  
r . (130) 

Γηα λα ρεηξηζηνύκε επθνιόηεξα ηελ (130) ζέηνπκε: 

   

     

     

     

(121)
1/ / /

, ,

1/ / / 2 / 2 /

, ,1 ,2 ,3

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

1/ / /

,2 ,3

,

ˆ1 cos 1 sin ,

ˆ1 cos sin ,

ˆsin cos ,

b
m q m q m q

ex ex

m q m q m q m q m q

ex

m q m q m q m q

m q m q m q

r Y

b b b r Y

b b b r Y

b b r Y

 

      

      

   

 

 

 

 

 

      

     

  

r









  

Δπνκέλσο, νη ζπληζηώζεο ηνπ /

,

m q

ex  είλαη: 

     1/ / 2 / 2 /

,1 ,2 ,31 cos 1 sin ,m q m q m q m q

rB b b b r Y      
 

     , 

     1/ 2 / / /

,1 ,2 ,31 cos sin ,m q m q m q m qB b b b r Y       
 

      θαη 

     1/ / /

,2 ,3sin cos ,m q m q m qB b b r Y    
 

     

Οπόηε, από ηελ (130) ην Η γξάθεηαη: 

 

   

 

(100)
/ /

, ,

0 0 , 0 0 ,

2

2 2
0 0 ,

2

ˆ ˆ

11 1 1 ˆˆ ˆ
1 1

ˆ1

r +

m q m q

ex ex

m q e o m q e o

r

m q e o

r

B rBB B

r r

rB B

r

 





   




 

     



  

 
        

  

        
                   

  
    

     

 



r r

r ζ

υ

 
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   

 

   

2

2 2
0 0 ,

2

2

2
,

11 1 1 ˆˆ ˆ ˆ
1 1

ˆ ˆ1

1 1ˆ ˆ1
1

+

+

r

m q e o

r

r r

m q e o

B rBB B

r r

rB B

r

rB rBB B

r r r

 



 



   





 



  



        
                    

  
     

     

      
        
           





r r r ζ

r υ

ζ υ

0 0



 



 αθνύ επηπιένλ ηζρύνπλ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , = , =0   r r r ζ υ r υ ζ . Άξα, ηειηθά ην Η γηα sr r    

είλαη: 

   2

2
0 0 ,

1 1ˆ ˆ1
1

+r r

m q e o
r

rB rBB B

r r r

 




 



  


      
         
           

 ζ υ . 

Θα νινθιεξώζνπκε ηνπο ππνινγηζκνύο καο γηα ηελ (128) κε ηελ εύξεζε ηνπ ΗΗ. Έρνπκε: 

        
(109)ˆ

0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ

r

r r r r r
r

s s s r


                  
     

r

r r r r   

     

     

0

2 1 (125)
1/ /

, 0

0 0 ,

2 1
1/ /

, 0

0 0 ,

ˆ ˆ,
4 1

ˆ ˆ,
1

r

m
r

r

m q m q

ex

m q e o

m q m q

ex

m q e o

r Y r

M r Y r


  




 

 
 

  

 
 

  

     
                

    
       
      





r r

r r

  

   
2 1

/ /

, 0

0 0 ,

ˆ ˆ,
1

r
m q m q

ex

m q e o

M r Y


 

 


  

    
        

     
r r . (131) 

Θέηνπκε: 

   
2 1

/ / /

, , 0
ˆ,

1
r

m q m q m q

ex exM r Y


 


 
  

 
r   

πνπ έρεη κόλν r – ζπληζηώζα, νπόηε νη ζπληζηώζεο ηνπ /

,

m q

ex  είλαη: 

   
2 1

/ /

, 0 ,
1

rm q m q

r exM r Y


  


 


,  

0   θαη 0    

Δπνκέλσο, από ηελ (131) ην ΗΗ γξάθεηαη: 
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 

   
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2
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ˆ ˆ
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ex ex
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r
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 
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r

r

  
 




 


 

 


 

 


 

 


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   
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      

   

 
   

 







r ζ υ

r υ ζ

υ

r ζ υ

r ζ r υ

ζ
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ˆ

m




 

 
 
  

 υ

Έηζη, θαηαιήγνπκε όηη γηα sr r   :
 

2

2
0 0 ,

1 1ˆ ˆ1
1

r r

m q e o r
r



 


 


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  
     

   
 ζ υ   

Άξα, εθόζνλ βξήθακε ηα Η, ΗΗ θαη ΗΗΗ πξνρσξάκε ζηελ αληηθαηάζηαζή ηνπο ζηε ζρέζε 

(128) νπόηε: 
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
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       

         

υ   

    / /

, 0
ˆ2 ,M r 0

m q m q

ex Y    r . (132) 

΢ε απηό ην ζεκείν ζα πάξνπκε δύν πεξηπηώζεηο θαζεκία από ηηο νπνίεο ζα θαηαιήμεη ζηηο 

δύν δεηνύκελεο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, απηέο γηα 2   θαη 3  .  Γηα λα πξνθύςνπλ 

απηέο ζα πξέπεη ζηελ κία πεξίπησζε (γηα 2  ) λα πνιιαπιαζηάζνπκε εζσηεξηθά ηελ 

(132) κε ζ̂  ελώ ζηελ άιιε (γηα 3  ) λα πνιιαπιαζηάζνπκε εζσηεξηθά ηελ (132) κε υ̂ . 

 ΠΔΡΗΠΣΩ΢Ζ 2   

Πνιιαπιαζηάδνπκε εζσηεξηθά ηελ (132) κε ζ̂ νπόηε αθνύ  ˆ ˆ 1 ζ ζ  θαη ˆ ˆ 0 ζ υ ηόηε ε 

(132) γίλεηαη: 

 

    

2 2

0 0 ,

/ /

, 0

1 11

ˆˆ2 , 0r

r r

m q e o rr

m q m q

ex

rB B

r r r r

M Y





  

 

  



   

      
      

       

    


 +

r ζ

  

  2

0 0 ,

11 r

m q e o r

rB B

r r r











   

   
    
   

   

    
2

/ /

, 0

1 ˆˆ2 , 0M r
m q m qr

ex

r

Y
r



 
  




  
     

    

r ζ . (133) 

Παξαθάησ, ζα ππνινγίζνπκε ηνπο όξνπο κε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο: 

       

   

     

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

1 cos sin ,
1 1

1 cos sin ,
1

1
1 cos sin ,

m q m q m q m q

m q m q m q m q

m q m q m q m q

r b b b r YrB

r r r r

b b b r Y

r r

b b b r Y
r

b


      

      

      

 



 

           
 

     
    



     

      2/ 2 / / /

,1 ,2 ,31 cos sin ,m q m q m q m qb b r Y      
 

  
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     1/ / 2 / 2 /
2 2 ,1 ,2 ,31 cos 1 sin ,

1 1
m q m q m q m q

r

b b b r Y
B

r r

      
 

 

      
       

 

  

          

        

       

1/ / 2 / 2
2 ,1 ,2 ,3

2
/ / 2

,1 ,2
2

1/ 2

,3
2

1 cos 1 sin
1

1
1 cos

1

1 sin
1

m q m m q m m q m q

m

m q m m m q m m

m q m m q

m

b P b P b P r f

r

b P P b P P
r

b P P r f

        




 
      




    



 

 

     
     



            
    

 
     

    

         
          

/ 2 2 / 2

,1 ,2

2/ 2

,3

1 1 1 cos

1 sin

m q m m m q m m

m q m m q

m

b P P b P P

b P P r f

         

     
 



            
   

   
 

Δπνκέλσο, ν όξνο ηεο (133) πνπ πεξηέρεη ηηο άγλσζηεο ζηαζεξέο  /

, 1,2,3m q

jb j   ζα 

είλαη:

  

     

         

          

2

2/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

/ 2 2 / 2

,1 ,2

2/ 2

,3

11

1 cos sin ,

1 1 1 cos

1 sin

r

m q m q m q m q

m q m m m q m m

m q m m q

m

rB B

r r r

b b b r Y

b P P b P P

b P P r f

 



      

         

     

 

 

  
  

 

     

            
   

    
 

  

     
       

            

/ 2 2

,1

/ 2

,2

2/ 2

,3

1 1 1

1 1 cos

1 1 sin

m q m m

m q m m

m q m m q

m

b P P

b P P

b P P r f

    

    

     
 

       
 

     
 

    
 

 

 Δπνκέλσο, ηώξα έρνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ  /

, 1,2,3m q

jb j   γηα 2  . Απηνί είλαη: 

         2/ ,2 2 2

,1 1 1 1m q m m q

mf P P f      
        

 
,   

           2/ ,2 2

,2 1 1 cosm q m m q

mf P P f      
      

 
,  

           2/ ,2 2

,3 1 1 sinm q m m q

mf P P f      
      

 
,  

΢ηε ζπλέρεηα ζα βξνύκε ηνπο ππόινηπνπο όξνπο ηεο ζρέζεο (133) πνπ δελ πεξηέρνπλ 

 /

, 1,2,3m q

jb j   ώζηε λα νξίζνπκε ηηο 
/ ,2m qg . Έρνπκε: 
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   

     

2 2 2 1
/ /

, 0

2 2 1
/

, 0

1 1
,

1

1

1

r

r

m q m qr
ex

m q m q

ex m

M r Y
r r

M r P f
r

  
 

 

 
 







   
   

   


  



  

       
2 1

1/ 2

, 0 1
1

rm q m q

ex mM r P f


  


    


  

Δπνκέλσο, ε 
/ ,2m qg  ζα είλαη: 

    

    

            

 

2
/ ,2 / /

, 0

2
/ /

, 0

2 1
1/ 2 / /

, 0 , 0

/ 2

, 0

1 ˆˆ2 ,

1 ˆˆ2 ,

ˆˆ1 2 ,
1

1
1

M r

M r

r M r

r

m q m q m qr
ex

r

m q m qr
ex

r

m q m q m q m q

ex m ex

m q

ex

g Y
r

Y
r

M P f Y

M P





 
  



 
  




      









 

  
     
 
 

  
     
 
 

      


  


r ζ

r ζ

r ζ

        / /

, 0
ˆˆ2 ,M rm q m q m q

m exf Y       r ζ

  

Οπόηε ζπλνςίδνληαο όινπο ηνπ ζπληειεζηέο θαη όξνπο ηεο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 

2   έρνπκε: 

         2/ ,2 2 2

,1 1 1 1m q m m q

mf P P f      
        

 
,   

           2/ ,2 2

,2 1 1 cosm q m m q

mf P P f      
      

 
, 

           2/ ,2 2

,3 1 1 sinm q m m q

mf P P f      
      

 
 

θαη  

          / ,2 / 2 / /

, 0 , 0
ˆˆ1 2 ,

1
r M rm q m q m q m q m q

ex m exg M P f Y


          


r ζ . 

 ΠΔΡΗΠΣΩ΢Ζ 3   

Πνιιαπιαζηάδνπκε εζσηεξηθά ηελ (132) κε υ̂  θαη αθνύ  ˆ ˆ 1 υ υ  θαη ˆˆ 0 υ ζ  ηόηε ε 

(132) γίλεηαη: 

 

    

2 2
0 0 ,

/ /

, 0

1 1 1

1 1

ˆ ˆ2 , 0M r

r r

m q e o rr

m q m q

ex

rBB

r rr r

Y







  

  



   

    
     

        

    




r υ

  

 
2

0 0 ,

1 1

1

r

m q e o r

rBB

r rr








   

 
   
    

   
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    / /

, 0
2

1
ˆ ˆ2 , 0

1
M r

m q m qr
ex

r

Y
r




  




 
      

    

r υ . (134) 

Παξαθάησ ζα ππνινγίζνπκε ηνπο όξνπο κε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο: 

       

          

 

1/ / 2 / 2

,1 ,2 ,3

2 2

1/ / 2 / 2

,1 ,2 ,3

2

/ / 2

,1 ,2
2

1 cos 1 sin
1 1

1 1

1 cos 1 sin
1

1

1
1 sin

1

m q m q m q m q

m
r

m q q m q q m q q m

m m m

m q q m q q

m m

b b b r P f
B

r r

b f b f b f r P

r

b f b f
r

      

  

        



   


 

 

     
    
  

     
   



   


    

        

     

        

1/ 2

,3

/ /

,1 ,2
2

2/

,3

cos

1 cos sin

sin cos
1

cos sin

q

m

m q q q m

m m

m q q m q q q

m m m

m q q q m

m m

f

b f f r P

b f b f f

b f f r P

  

     


    



    

 

 

  


   


         

  
 

  

     

     

/ / /

,2 ,3

2/ / /

,2 ,3

sin cos ,1 1

sin cos ,

m q m q m q

m q m q m q

b b r YrB

r r r r

b b r Y


   

   



 

        
 

  

 

Δπνκέλσο, ν όξνο ηεο (134) πνπ πεξηέρεη ηηο άγλσζηεο ζηαζεξέο  /

, 1,2,3m q

jb j   ζα 

είλαη: 

 

     

        

2

/ /

,1 ,2
2

2/

,3

1 1

1

sin cos
1

cos sin

r

m q q m q q q

m m m

m q q q m

m m

rBB

r rr

b f b f f

b f f r P






    



    
 


 

 

         

   
 

 

 

       

       

          

2/ /

,2 ,3

/ /

,1 ,2
2

2/

,3

sin cos

1 sin cos
1

1 cos sin

m q q m q q m

m m

m q q m q q q

m m m

m q q q m

m m

b f b f r P

b f b f f

b f f r P

    


    



    

 

 

     

          

   
 

  

 Δπνκέλσο, έρνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ  /

, 1,2,3m q

jb j   γηα 3  . Απηνί είλαη: 
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     2/ ,3

,1
21

m q q m

mf f P


  


  


,   

         2/ ,3

,2 1 sin cosm q q q m

m mf f f P     
      

 
,  

         2/ ,3

,3 1 cos sinm q q q m

m mf f f P     
     

 
,  

Καη ζηε ζπλέρεηα ζα βξνύκε ηνπο ππόινηπνπο όξνπο ηεο ζρέζεο (134) πνπ δελ πεξηέρνπλ 

 /

, 1,2,3m q

jb j   ώζηε λα νξίζνπκε ηηο 
/ ,3m qg . Έρνπκε: 

   

           
 

2 1
/ /

, 0
2 2

2 1 2 1
1/ /

, 0 , 0
2 2

1 1
,

11 1

1

1 11 1

r

r r

m q m qr
ex

m

m q m q m q q

ex m ex m

M r Y
r r

P
M r P f M r f

r

 
 

  

 
  

 




 
 

  
     

     

  
  

  

Δπνκέλσο, ε 
/ ,3m qg  ζα είλαη: 

    

    

     
      

 

/ ,3 / /

, 0
2

/ /

, 0
2

2 1
1/ / /

, 0 , 0
2

/

, 0

1
ˆ ˆ2 ,

1

1
ˆ ˆ2 ,

1

ˆ ˆ2 ,
1 1

1

M r

M r

r M r

r

m q m q m qr
ex

r

m q m qr
ex

r

m

m q q m q m q

ex m ex

m

m q

ex

g Y
r

Y
r

P
M f Y

P
M






  




  




    










 

 
      
  

 
      
  

    
 




r υ

r υ

r υ

 
      / /

, 0
2

ˆ ˆ2 ,
1

M r
q m q m q

m exf Y


   


   


r υ

  

Δπνκέλσο, γηα ηνπο ζπληειεζηέο θαη όξνπο ηεο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 3   

έρνπκε: 

     2/ ,3

,1
21

m q q m

mf f P


  


  


,   

         2/ ,3

,2 1 sin cosm q q q m

m mf f f P     
      

 
,  

         2/ ,3

,3 1 cos sinm q q q m

m mf f f P     
     

 
,  

θαη  

 
 

      / ,3 / / /

, 0 , 0
2

ˆ ˆ2 ,
1 1

r M r

m

m q m q q m q m q

ex m ex

P
g M f Y


   


   

 
r υ ,  

Σειηθά, ζπγθεληξσηηθά από όια ηα παξαπάλσ θαη από όιεο ηηο πξνεγνύκελεο ζπλζήθεο 

θαηαιήμακε ζην δεηνύκελν ζύζηεκα πνπ απνηειείηαη από ηηο ζρέζεηο (122) δει. ηηο: 
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   
3

/ , / / ,

, , 0

0 0 , 1

, , , , ; 0rm q m q m q

j s j s

m q e o j

f r b g r    



   

 
  

  
  , γηα θάζε 1,2,3   δει. ην 

ζύζηεκα: 

       

       

/ ,1 / / ,1 / / ,1 / / ,1

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 0 ,

/ ,2 / / ,2 / / ,2 / / ,2

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 ,

, , , , , , , , ; 0

, , , , , , , , ;

r

r

m q m q m q m q m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q m q m q m q

m q e o

f b f b f b g

f b f b f b g

           

           



  

 

     

    





       

0

/ ,3 / / ,3 / / ,3 / / ,3

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 0 ,

0

, , , , , , , , ; 0rm q m q m q m q m q m q m q

m q e o

f b f b f b g           







  










      






, (135) 

όπνπ γηα 1  : 

   1/ ,1 /

,1 ,m q m qf Y   
 

 , (136) 

   1/ ,1 2 /

,2 1 cos ,m q m qf Y    
 

  , (137) 

   1/ ,1 2 /

,3 1 sin ,m q m qf Y    
 

  , (138) 

θαη  

       / ,1 / / /

, 0 0 , 0
ˆ ,

4 1

m
r r r rm q m q m q m q

ex s exg M Y


   
 

  
        

+ r , (139) 

γηα 2  : 

         2/ ,2 2 2

,1 1 1 1m q m m q

mf P P f      
        

 
, (140) 

           2/ ,2 2

,2 1 1 cosm q m m q

mf P P f      
      

 
, (141) 

           2/ ,2 2

,3 1 1 sinm q m m q

mf P P f      
      

 
, (142) 

θαη  

          / ,2 / 2 / /

, 0 , 0
ˆˆ1 2 ,

1
r M rm q m q m q m q m q

ex m exg M P f Y


          


r ζ , (143) 

θαη γηα 3  : 

     2/ ,3

,1
21

m q q m

mf f P


  


  


, (144) 

         2/ ,3

,2 1 sin cosm q q q m

m mf f f P     
      

 
, (145) 
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         2/ ,3

,3 1 cos sinm q q q m

m mf f f P     
     

 
, (146) 

θαη  

 
 

      / ,3 / / /

, 0 , 0
2

ˆ ˆ2 ,
1 1

r M r

m

m q m q q m q m q

ex m ex

P
g M f Y


   


   

 
r υ . (147) 

΢ηε ζπλέρεηα, πξνθεηκέλνπ λα επηηεπρζεί έλαο εύρξεζηνο αλαιπηηθόο ηύπνο απηώλ ησλ 

παξαπάλσ ζπλζεθώλ, ζα αλαπηύμνπκε ηηο πιένλ γλσζηέο ζπλαξηήζεηο ησλ ζρέζεσλ (136) 

– (147) ζε ζθαηξηθέο αξκνληθέο βάζεη ηεο νξζνγσληόηεηαο ώζηε λα πξνθύςνπλ ζρέζεηο 

ηεο κνξθήο: 

     
       , / , ,/ , / , /

, , , ,

0 0 ,

, , , , ,
m m q qm q m q m q

j s j j

m q e o

f r f Y
         



 



    

  , (148) 

θαη  

     
       , / , ,/ , / , /

0 0 0,

0 0 ,

, , ; , , ; ; ,r r r
m m q qm q m q m q

s

m q e o

g r g Y
         



 



    

  . (149) 

όπνπ , 1,2,3j   θαη γηα θάζε 0, 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

Δπνκέλσο, πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (148) κε  / ,m qY  
 

  έρνπκε: 

     
         

   

 
       

νινθιεξώλνπκε
από 0 έσο 2

, / , ,/ , / / /

, , ,
θαη από 1 έσο 1

0 0 ,

1 2

/ , /

,

1 0

, / , , / /

, ,

(148) , , , , ,

, , ,

,

π
m m q qm q m q m q m q

j j
m q e o

m q m q

j

m m q q m q m

j

f Y Y Y

f Y d d

Y Y








          

      

   


    

 


    

 





   



  

 



 

 

 

   

1 2

0 0 , 1 0

1 2

/ , /

,

1 0

,

, , ,

q

m q e o

m q m q

j

d d

f Y d d






   

      



     

 







 

   

 

 
          

   

 
     

 

 

 

(95)
, / , , / /

, ,
0 0 ,

1 2

/ , /

,

1 0

, / , ,

, ,
0 0 ,

/ , /

,

, , ,

, , ,

!1 4

2 1 !

, ,

m m q q m q m q

j
m q e o

m q m q

j

m m q q

mm qqj
m q e o m

m q m q

j

Y Y

f Y d d

m

m

f Y











     

      


    

   


   


    

 






 

  
    

 



 

 


 

  



 

 

 

   
     

 

 

1 2
, / , ,

, ,

1 0

!1 4
,
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m
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
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 
     

 

 
   

1 2
, / , , / , /

,, ,

1 0

!2 1
, , ,

4 !

m m q q m q m q

m jj

m
f Y d d

m


         



   

 



  
  

    . (150) 

Οκνίσο, έρνπκε θαη από ηε ζρέζε (149): 

   

 
         

   

 
       

/ , /

0

νινθιεξώλνπκε
από 0 έσο 2

, / , , / /

0,
θαη από 1 έσο 1

0 0 ,

1 2

/ , /

0

1 0

, / , , /

0,

(149) , , ; ,

; , ,

, , ; ,
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r

r

r

r
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π
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m
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

  
  

    . (151)  

Έηζη, ε ζρέζε (122) ζύκθσλα κε ηηο (150) θαη (151) καο δίλεη: 
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         

       
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m q e o j

m m q q m m q qm q m q

jj
m q e o j

Y b Y

b Y

 

 

       

     


   

 

   

   

 
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

 
    

 

  
   

   

  

   0

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 
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     
3

, / , , , / , ,/

, 0, , ,
0 0 , 1

; 0r
m m q q m m q qm q

jj
m q e o j
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 

   


   

 

   

 
   

 
  , (152)  

γηα  0 0 0 0, ,r    , ελώ 1,2,3   θαζώο 0  , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o  .  
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Με απηόλ ηνλ ηξόπν, θαηαθέξακε λα κεηαθέξνπκε ηε δπζθνιία πνπ πξνθύπηεη από ηηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (122) ζηνλ απιό ππνινγηζκό ησλ νινθιεξσκάησλ (150) θαη (151), 

νη νπνίεο ελζσκαηώλνπλ απιώο ηξηγσλνκεηξηθέο θαη ζπζρεηηζκέλεο ζπλαξηήζεηο 

Legendre. ΢ηε ζπλέρεηα, νη (152) αληηπξνζσπεύνπλ ζπζηήκαηα γξακκηθώλ αιγεβξηθώλ 

εμηζώζεσλ, ηα νπνία κπνξνύλ λα επηιπζνύλ κέζσ ζπλεζηζκέλσλ ηερληθώλ απνθνπήο κε 

ηελ επηβνιή ελόο απαξαίηεηνπ άλσ νξίνπ ζηνπο βαζκνύο ησλ δύν πηλάθσλ, γηα 

παξάδεηγκα αο ππνζέζνπκε 0,1,2,...., L  , ώζηε λα ιάβνπκε κνξθέο ηεηξαγσληζκνύ, 

όπσο  

       1

0 0; ;x z r x z rL s L L s L L s L sr r r r    γηα  0 0 0 0, ,r r   . (153) 

όπνπ γηα 0,1,2,...,m m   θαη ,q q e o   θαζώο επίζεο θαη γηα , 1,2,3j  , έρνπκε 

ηνπο πίλαθεο: 

   
     , / , ,

, ,

m m q q

L j


  

 
 

  
 
 

, /

,x
m q

L jb

 
 


 
  

,    
     , / , ,

0 0, ,
; ;z r r

m m q q

L j


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 
 
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 
 

, (154) 

νη νπνίνη είλαη έλαο  3 1L m q    ηεηξάγσλνο αληηζηξέςηκνο πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ 

ησλ αγλώζησλ, έλαο πίλαθαο ησλ άγλσζησλ ζπληειεζηώλ ησλ δηαλπζκάησλ θαη έλαο 

πίλαθαο ησλ άγλσζησλ ζηαζεξώλ ησλ δηαλπζκάησλ αληίζηνηρα. Σν δηάλπζκα xL

θαζνξίδεη ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο κέζσ ηεο (153), έρνληαο ηε δπλαηόηεηα λα 

ππνινγηζηνύλ νη άγλσζηνη ζηαζεξνί ζπληειεζηέο  / / / /

, ,1 1 ,2 2 ,3 3
ˆ ˆ ˆb

m q m q m q m q

ex b b b  x x x  γηα θάζε 

0,1,2,..., L , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o  έσο θαη έλα ζπγθεθξηκέλν επίπεδν , ώζηε λα 

επηηεπρζεί ε επηζπκεηή αθξίβεηα.  

Σειηθά, κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ (109) θαη (113) ζηελ (69) έρνπκε ηελ αλαιπηηθή 

κνξθή ηνπ ζθεδαδόκελνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ 2H
s
 γηα απηή ηελ πεξίπησζε. Γειαδή, γηα 

r , 
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0
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,
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r

m
H r b r r

s m q m q m q
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m q e o
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

  



 
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  
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Τπνινγηζκόο ηνπ 3H
s
 

Πξνρσξάκε ηώξα, ζηελ απινύζηεξε πεξίπησζε ππνινγηζκνύ πεδίνπ απηήο ηεο εξγαζίαο 

ε νπνία αθνξά ην ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδηό ηάμεο 3n  . Ζ πεξίπησζε απηή είλαη 

απινύζηεξε ιόγσ ηνπ ζηαζεξνύ ραξαθηήξα ηνπ αληίζηνηρνπ πξνζπίπηνληνο πεδίνπ όπσο 

θαίλεηαη θαη από ηε ζρέζε (36). Παξόκνηα κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ όξνπ Rayleigh 

παξαπάλσ, πξέπεη λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα πνπ απνηειείηαη από ηηο ζρέζεηο (66) δει. ηελ 

   3 3H r r
s s  , ηελ (74) δει. ηελ  3 0r

s   θαη  ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε: 

     
3

3 0 3
ˆ(51) ; 0r H r r H r

n
p s

s s s



     n , όπνπ    , , , ,rs sr       . (156) 

Ζ εμίζσζε (74) είλαη εμίζσζε Laplace κε άγλσζηε ηε βαζκσηή ζπλάξηεζε  3 r
s .  Έηζη, 

από ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο Laplace θαη έρνληαο θαηά λνπ ηε ζρέζε (91), ε ιύζε ηεο 

(74) ζα είλαη: 

         
(89)

1/ / / /

3 , , 3 ,
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,r r rs m q m q s m q m q

ex ex ex

m q e o m q e o

c u c r Y  

 

 

     

     , (157) 

όπνπ /

,

m q

exc  απζαίξεηεο ζηαζεξέο γηα 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

΢πλεπώο, ην δεηνύκελν πεδίν ζα είλαη: 

     
(157)

1/ /

3 ,

0 0 ,

(66) ,H rs m q m q

ex

m q e o

c r Y  



 
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   
  , (158) 

Έηζη, γηα λα βξνύκε ηειηθά ην 3H
s
 αξθεί λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ζηαζεξέο /

,

m q

exc . Απηό ζα 

γίλεη κέζσ ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο (156). Δίλαη: 

       3 0 3
ˆ ˆ(156) ; 0r H r r r H r

p s

s s s s    n n . (159) 

Θα ππνινγίζνπκε μερσξηζηά ηνλ θάζε όξν ηεο (159) θαη κεηά ζα ηνπο αληηθαηαζηήζνπκε 

ζ’ απηή. Θα βξνύκε ινηπόλ, ηα δύν εζσηεξηθά γηλόκελα. Οπόηε, έρνπκε: 

   
   

     
ˆ ˆ (36) (18)

3 0 3 0
(82)

2 231 2

ˆ ˆ ˆ ˆ; ;

1 cos 1 sin

r r m m
r H r r r H r r rp p

mm m

 

    
  


 

         
 

     

n r

n r r = r

  

Άξα, θαη γηα    , , , ,r rsr       είλαη: 
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    2 231 2
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ˆ ; 1 cos 1 sinr H r rp

s s

mm m
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  
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Δπίζεο,  
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  

 

     

       
 

 
    





 

n r

n r r

  

Άξα,          2/ /

3 ,

0 0 ,

ˆ 1 ,r H rs m q m q

s s ex

m q e o

c Y  



 

  

   n . (161) 

Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο ηηο (160) θαη (161) ζηελ (159) έρνπκε: 

     
 



2 231 2

cos ,
( )

sin ,
2/ /

,
πνιπώλπκα Legendre

0 0 ,

1 cos 1 sin

1 , 0

q
m

m

m q e
f

m q o
m q m q

ex
P

m q e o

mm m

c Y








    
  

  


 

 

  

     

   

           

     

0 1 131 2
1 0 1 1 1 1

2/ /

,

0 0 ,

1 , 0

e e o

m q m q

ex

m q e o

mm m
P f P f P f

c Y

     
  

  



 

  

    

   
  

 

     2/ /

,

0 0 ,

1 ,m q m q

ex

m q e o

c Y  



 

  

    

     0/ 1/ 1/o31 2
1 1 1, , ,e e mm m

Y Y Y     
  

    , (162) 

θαη από ηελ (162) ιόγσ νξζνγσληόηεηαο πξνθύπηνπλ ηα εμήο: 

 Γηα 1, 0m   θαη q e : 

       1 20/ 0/ 0/ 0/ 31 1
1, 1 1 1,1 1 , , 2e e e e

ex ex

m m
c Y Y c     

 

           

3
0/ 1
1,

2

e

ex

m
c




   , 

 Γηα 1, 1m   θαη q e : 

       1 21/ 1/ 1/ 1/ 32 2
1, 1 1 1,1 1 , , 2e e e e

ex ex

m m
c Y Y c     

 

           
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3
1/ 2
1,

2

e

ex

m
c




   , 

 Γηα 1, 1m   θαη q o : 

       1 21/ 1/ 1/ 1/ 33 3
1, 1 1 1,1 1 , , 2o o o o

ex ex

m m
c Y Y c     

 

           

3
1/ 3
1,

2

o

ex

m
c




   , 

θαη βέβαηα παξαηεξνύκε από ηελ (162) όηη 0/e

0, 0exc   θαη /

, 0m q

exc   γηα θάζε 

2, 0,1,...,m   θαη ,q e o  πνπ είλαη ηειηθά όινη νη δεηνύκελνη ζπληειεζηέο. 

Δπνκέλσο, από όιν ην άζξνηζκα ηεο (158) πνπ δίλεη ην  3H r
s  ζα κείλνπλ κόλν νη όξνη 

ησλ νπνίσλ δε κεδελίδνληαη. Απηό ζα είλαη: 

                0/ 2 0 1/ 2 1 1/ 2 1

3 1, 1 0 1, 1 1 1, 1 1H rs e e e e o o

ex ex exc r P f c r P f c r P f             , (163) 

Δπνκέλσο, έρνπκε: 

      
2

2 0 2 3 2 3 3 2

1 0

1 ˆ ˆˆ ˆ2 2 1er P f r r r r r
r


          

        r r    

      2 1 2 2

1 1

2
3 2 2 2 2

2 2

1 cos

1 1ˆˆ ˆ2 1 cos cos 1 sin
1 1

er P f r

r r r
r r

   

 
    

 

 

  

   


     

 
r   

  

3 2 3 3ˆˆ ˆ2 1 cos cos sinr r r         r      

      2 1 2 2

1 1

2
3 2 2 2 2

2 2

1 sin

1 1ˆˆ ˆ2 1 sin sin 1 cos
1 1

r P f r

r r r
r r

   

 
    

 

 

  

   


     

 
r   

  

3 2 3 3ˆˆ ˆ2 1 sin sin cosr r r         r      

Άξα, κεηά από όινπο ηνπο παξαπάλσ ππνινγηζκνύο ε (163) γξάθεηαη γηα r : 

   

 

 

3
3 3 21

3

3
3 2 3 32

3
3 2 3 33

ˆˆ2 1
2

ˆˆ ˆ2 1 cos cos sin
2

ˆˆ ˆ2 1 sin sin cos
2

H r
s m

r r

m
r r r

m
r r r


 




    




    



 

  

  

     

    

    

r

r

r



  

  
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 

   

33 3
3 3 2 3 231 2

3

33 3
3 2 3 331 2

33
3 332

3
2 2

3 1 2 33

3

3

ˆ2 2 1 cos 2 1 sin
2 2 2

ˆ1 cos sin
2 2 2

ˆsin cos
2 2

ˆ1 cos 1 sin +

2

H r

H r

s

s

mm m
r r r

mm m
r r r

mm
r r

m m m
r

r

 
    

  

 
    

  


 

 


    







  

  

 

 
      

 

 
     
 

 
  
 

     





 

r +

r

 

 

2

1 2 3

3

2 33

ˆ1 cos sin

ˆsin cos
2

m m m

m m
r

    


 



   

 



 

  

   
3

2 2

3 1 2 3

1
ˆ2 2 1 cos 2 1 sin +

2
H r

s m m m
r


    



          
r   

   2

1 2 3 2 3
ˆ ˆ1 cos sin sin cosm m m m m           


   , (164) 

πνπ είλαη ην δεηνύκελν ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδίν ην νπνίν κπνξεί, επίζεο, λα γξαθεί 

θαη ζηε κνξθή: 

       
3

3

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(164) 2
2

H r m m m
s

r





           
r r      , (165) 

αιιά θαη ζηε κνξθή: 

 

 

3

3

3

3

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(165) 2
2

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3
2

H r m m m

H r m m m m

s

s

r

r









               

                 

r r

r r r r

     

      

  

 
3

3
ˆ ˆ3

2

m
H r

s

r





 
      

 
r r  . (166) 

΢ε απηό ην ζεκείν νινθιεξώλεηαη ε ππνελόηεηα 1.2.2 πνπ αθνξά ηνλ ππνινγηζκό ησλ 

ζθεδαδόκελσλ καγλεηηθώλ πεδίσλ 0 2,H H
s s

 θαη 3H
s
. Οπόηε, παξαθάησ ζα πξνρσξήζνπκε 

ζηνλ ππνινγηζκό ησλ ειεθηξηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ, δει. ζηελ ππνελόηεηα 1.2.3. 
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1.2.3 Υπνινγηζκόο ειεθηξηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ 

Τπνινγηζκόο ηνπ 1

s  

Θα μεθηλήζνπκε απηή ηελ ππνελόηεηα κε ην εύθνιν θνκκάηη ηεο πνπ είλαη ε εύξεζε ηνπ 

ειεθηξηθνύ πεδίνπ 1

s . Απηό ζα πξνθύςεη απιά, από ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ 

απνηειέζκαηνο ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ 2H
s
 πνπ βξήθακε ζηελ πξνεγνύκελε ππνελόηεηα 

ζηε ζρέζε (70), δει. ζηελ    1 2

1

2
E r H rs s


   . Αξρηθά, ζα βξνύκε ην  2H r

s . 

Έρνπκε: 

 

     

         

0

0

(155)

2

2 1
1/ / /

, , 0

0 0 ,

2 1
1 1/ / / /

, , 0

0 0 ,

/

,

,
4 1

, ,
4 1

r

r

H r

m
b r r

m
b r r

b

s

m q m q m q

ex ex

m q e o

m q m q m q m q

ex ex

m q e o

m q

ex

r Y

r Y r Y

r


  




    



 
 

  

 
   

  



 

  
      

  

  
      

  

 





   

     
0

1 /

0 0 ,

2 1
1/ /

, 0

,

,
4 1

r

m
r r

m q

m q e o

m q m q

ex

Y

r Y

 


  







  


 

  
 

  
    

   



 

      1/ /

2 ,

0 0 ,

,H r bs m q m q

ex

m q e o

r Y  



 

  

    
    

     
0

2 1
1/ /

, 0 ,
4 1

r

m
r r

m q m q

ex r Y


  



             

, (167)  

Καη έρνπκε: 

           

 

/
, 0

1 1 1/ / / / / /

, , ,
(89)

/ /

, ,

, , ,
b

b b b

r b

m q
ex

m q m q m q m q m q m q

ex ex ex

m q m q

ex ex

r Y r Y r Y

u

     
 

           
 

  

  

           

 

0 (Παξάξηεκα )
1 1 1/ / /

(89)

/

,

, , ,
r

r r r

r r

m q m q m q

m q

ex

r Y r Y r Y

u

     
  

           
 

  

  

Άξα, ζα είλαη: 
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       
0

2 1
/ / / /

2 , , , 0 ,

0 0 ,

(167)

4 1
r

m
H r r b r r rs m q m q m q m q

ex ex ex ex

m q e o

u u







  



  
          

  


  

     
0

2 1
/ / /

2 , , , 0

0 0 , 4 1
r

m
H r r b r r

s m q m q m q

ex ex ex

m q e o

u







  

    
        

    
 , (168) 

Δπνκέλσο, ηειηθά ην ειεθηξηθό ζθεδαδόκελν πεδίν 1

s  γηα r  είλαη: 

(168)

(70)   

     
0

2 1
/ / /

1 , , , 0

0 0 ,

1

2 4 1
r

m
E r r b r r

s m q m q m q

ex ex ex

m q e o

u
 


 



  

    
         

    
 , (169) 

Τπνινγηζκόο ηνπ 3

s  

Σν ηειεπηαίν ζηάδην ησλ ππνινγηζκώλ ηεο παξνύζαο εξγαζίαο είλαη θαη ην πην 

πνιύπινθν θαη είλαη απηό πνπ ζα καο νδεγήζεη ζηελ εύξεζε ηνπ ειεθηξηθνύ 

ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ ηάμεο 3n  . Ζ θύξηα δπζθνιία ηεο πεξίπησζε απηήο έρεη λα θάλεη 

κε ηελ νινθιεξσηηθή εκπινθή ηνπ πεδίνπ 1E
s
, όπσο θαίλεηαη θαη από ηε ζρέζε (71). 

Δπίζεο, όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ππνινγηζκνύ ηνπ 2H
s
 ρξεηαδόκαζηε θαη εδώ έλα 

ζύλνιν ηξηώλ μερσξηζηώλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ώζηε λα θαζνξηζηνύλ νη ηξεηο ηνπ 

ζπληζηώζεο ηνπ 3

s  αθνύ θαη απηό είλαη θαζαξά δηαλπζκαηηθό. Ωο εθ ηνύηνπ, ην 

πξόβιεκα πνπ πξέπεη λα ιύζνπκε γηα ηνλ ηειηθό ππνινγηζκό ηνπ 3

s  θαη έρεη αθεηεξία ηε 

ζρέζε (61), δει. ηελ    3 16E r E r
s s   απνηειείηαη από ηε ζρέζε (71) δει. ηελ 

   
 

   
 1 1

3 3 3 3

1 3
6

4 2

E r E r
E r r E r r

r r r r

s s

s s s sd d
 

 

  
         

    
   , ηελ (75) 

δει. ηελ  3 r 0
s   θαη ηηο ζπλζήθεο: 

 
3

3(45) 0E r
n

s

s



  , όπνπ    , , , ,rs sr       , (170) 

γηα ηελ νπνία ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαπηόηεηα  g g gf f f       όπνπ f ηπραία 

βαζκσηή ζπλάξηεζε θαη g ηπραία δηαλπζκαηηθή ηζρύεη: 

   
 (71)

1

3 3

3
0 0

2

E r
E r r

r r

s

s s

s d




 
        

  
   
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 

 
            

   

       


















  

θαη 

     
3

3 0 3
ˆ(51) ;r E r r E r 0

n
p s

s s s



     n , όπνπ    , , , ,rs sr       . (171) 

Αξρηθά, ην 1E
s
 ην έρνπκε ήδε βξεί λσξίηεξα θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε (169). Όκσο, απηό 

πνπ ζα πξέπεη λα θάλνπκε ζε επόκελα βήκαηα ζε ζρέζε κε ην 1E
s
 είλαη λα εθθξάζνπκε ην 

νινθιήξσκα 
 1E r

r r

s

d






  πνπ εκθαλίδεηαη ζηε ζρέζε (71) σο άπεηξν άζξνηζκα ώζηε 

λα γίλεη ε κνξθή ηνπ πην εύρξεζηε γηα ηελ επίιπζε. Αθόκε, ζα πξέπεη βξνύκε ηε 

δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 3

s , ε νπνία ζα είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο Laplace (75). Έηζη,  ε 

3

s  ζύκθσλα κε ηελ (91) θαη ηελ (89) δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

     1/ /

3 ,

0 0 ,

,r ds m q m q

ex

m q e o

r Y  



 

  

 , (172) 

όπνπ /

,d
m q

ex  απζαίξεηνη δηαλπζκαηηθνί ζπληειεζηέο γηα 0 , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o .  

Δπνκέλσο, πξέπεη λα βξνύκε ηνπο /

,d
m q

ex  νη νπνίνη ζα  είλαη ηεο κνξθήο: 

3

/ / / / /

, , ,1 1 ,2 2 ,3 3

1

ˆ ˆ ˆ ˆdm q m q m q m q m q

ex j j

j

d d d d



    x x x x . (173) 

Ζ δηαδηθαζία εδώ είλαη όκνηα κε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζακε γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

2

s . Έηζη, από ηελ (173) παξαηεξνύκε όηη νη άγλσζηνη πνπ πξέπεη λα βξνύκε είλαη νη 

ηξεηο ζπληζηώζεηο ησλ /

,d
m q

ex , δει. νη / / /

,1 ,2 ,3, ,m q m q m qd d d , έηζη θαηαιαβαίλνπκε θαη εδώ όηη 

ζα ρξεηαζηνύκε ηξεηο ζπλζήθεο γηα ηελ εύξεζή ηνπο. Ζ κία ζπλζήθε είλαη ε (170) ελώ ε 

άιιε είλαη ε (171) από ηελ νπνία ζα πξνθύςνπλ δύν μερσξηζηέο ζπλζήθεο.  
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Αξρηθά όπσο ήδε είπακε λσξίηεξα ζα εθθξάζνπκε ην ηξηπιό νινθιήξσκα ηεο (71) σο 

άζξνηζκα άπεηξσλ όξσλ. Γηα ην ζηνηρεηώδε όγθν ζηηο ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο ζα έρνπκε 

όηη γηα  , ,r r     
 

είλαη 2 sind r dr d d         . Δπνκέλσο, ζέηνληαο 

 cos cos sind d d d                   πξνθύπηεη:  

2d r dr d d        . (174) 

Έηζη, ην ηξηπιό νινθιήξσκα κπνξεί λα γξαθεί σο: 
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r e
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 

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
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
   

   , γηα r   (175) 

Ζ ζρέζε (175) πξνθύπηεη έρνληαο πηνζεηήζεη κία ζπγθεθξηκέλε ηερληθή γηα λα 

δεζκέπζνπκε ην κνλαδηθό ζεκείν 0r , εηζάγνληαο έλαλ πνιύ κηθξό ζεηηθό αξηζκό 

0 1e  , ελώ γηα ιόγνπο απιόηεηαο θαη ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ππνζέηνπκε όηη 

   0 0, ,      . Γηα ην 1
ν
 θαη 3

ν
 νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (175) ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηε ζρέζε (96) γηα 0r r , ώζηε λα γξαθνύλ σο αζξνίζκαηα.  

Σν 1
ν
 όξην – νινθιήξσκα ζα είλαη ηεο κνξθήο: 

 
 

02 1

1 2 / /

, ,
0

0 0 ,0 1

3
lim

2

E r
r

r r

r e
s

m q m q

in in
e

m q e o

r dr d d u





 
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 


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
    

   s , (176) 

όπνπ /

,

m q

ins  ζηαζεξέο πνπ ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε. ΢ύκθσλα κε ηνλ 2
ν
 θιάδν ηεο 

ζρέζε (96) δηόηη 0r r e    , ζα έρνπκε: 
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Δπίζεο, ην 3
ν
 όξην – νινθιήξσκα ζα είλαη ηεο κνξθήο: 
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όπνπ /

,

m q

exs  ζηαζεξέο πνπ ζα πξνζδηνξίζνπκε. ΢ύκθσλα κε ην 1
ν
 θιάδν ηεο ζρέζεο (96) 

αθνύ 0r e r    ,  ζα έρνπκε: 
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Σώξα, όζνλ αθνξά ην 2
ν
 όξην – νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (175), απηό ζα ην ρεηξηζηνύκε 

βάζεη ηεο ζεκειηώδνπο ιύζεο ηνπ ηειεζηή Laplace δηόηη ηα όξηα νινθιήξσζεο σο πξνο ηε 

κεηαβιεηή r  είλαη από 0r e  έσο 0r e , πνπ ζεκαίλεη όηη πεξηέρνπλ ην 0r . Γλσξίδνπκε 

όηη γηα ηε ζεκειηώδε ιύζε  
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 ηζρύεη: 
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όπνπ  r r   ε ζπλάξηεζε «δέιηα» ηνπ Dirac γηα ηελ νπνία ηζρύεη γεληθά: 
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Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ηελ (180), γηα ην 2
ν
 όξην – νινθιήξσκα ηεο (175) έρνπκε: 
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Οπόηε, θαηαιήγνπκε όηη ην 2
ν
 όξην – νινθιήξσκα είλαη κία εηδηθή ιύζε ηεο (61) αθνύ 
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Δπηπιένλ, από ηε ζρέζε (38) γηα ην αληίζηνηρν πξνζπίπηνλ ειεθηξηθό πεδίν έρνπκε: 
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Σώξα, όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ππνινγηζκνύ ηνπ 2H
s
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όπνπ    1,1 , 0, 2     ,  0 0 0 0, ,r r    θαη κε 1,2,3   λα πξνζδηνξίδεη ηελ θάζε 
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΢ηε ζπλέρεηα, ζα ππνινγίζνπκε ηηο απνθιίζεηο Η, ΗΗ, ΗΗΗ θαη ΗV ηεο ζρέζεο (191).  
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θαη από ηηο ζρέζεηο (193) – (195) θαη ζύκθσλα κε ηηο ζρέζε (190) θαη (191) γηα r rs

έρνπκε: 
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΢πλερίδνληαο, ζα δνπιέςνπκε κε ηελ άιιε ζπλζήθε πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο, ηε 

ζρέζε (171), ε νπνία ζα καο νδεγήζεη ζηηο άιιεο δύν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

παξόκνηα κε ηελ πεξίπησζε εύξεζεο ηνπ 2H
s
. Γει., απηέο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ζρέζεηο 

ηνπ ζπζηήκαηνο (190) γηα 2   θαη 3  . Έρνπκε: 

         

   

     

   

(186), (187)ˆ ˆ

3 0 3 3 3 0

3 3 0

1 1/ / / /

, , ,

0 0 ,

/ /

, 0

ˆ ˆ(171) ; ;

ˆ ;

ˆ

; ,

r E r r E r = 0 E r E r r = 0

E r E r r = 0

d S

r r = 0

p s s p

s p

m q m q m q m q

ex in ex

m q e o

m q m q

ex

r r r r

r Y  





   

  

            

     

     


 



n r

n r

r

r s s


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      1/ /

,

0 0 ,

ˆ ,dm q m q

ex

m q e o

r Y  



 

  

   r

         1/ / / / /

, , 0 ,
ˆ ; ,r r S = 0

m q m q m q m q m q

in ex exr r r Y  
      

 
r s s  , (196) 

θαη αθνύ

 

   

/ / / 2 / 2

, ,1 ,2 ,3

0

/ 2 / / / /

,1 ,2 ,3 ,2 ,3

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1 cos 1 sin

ˆˆ ˆ ˆ1 cos sin sin cos

d
m q m q m q m q

ex

m q m q m q m q m q

d d d

d d d d d

    

      

       

          

r r r

r r

 

 

   / / / 2 / /

,2 ,3 ,1 ,2 ,3
ˆ ˆsin cos 1 cos sinm q m q m q m q m qd d d d d             

 

 

ηόηε 

     

     

         

1/ / /

,2 ,3

0 0 ,

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

1/ / / / /

, , 0 ,

ˆ(196) sin cos ,

ˆ1 cos sin ,

ˆ ; ,r r S = 0

m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q

m q m q m q m q m q

in ex ex

d d r Y

d d d r Y

r r r Y

   

      

 



 

  

 

 

  

    

     
 

 



r s s 

  

Δπνκέλσο, ε ζπλζήθε πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη ε αθξηβώο πξνεγνύκελε ζρέζε γηα 

r rs . Γει. ε 

     

     

1/ / /

,2 ,3

0 0 ,

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

ˆsin cos ,

ˆ1 cos sin ,

m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q

d d r Y

d d d r Y

   

      



 

  

 

 

    

 



 

         

     

     

1/ / / / /

, , 0 ,

1/ / /

,2 ,3

0 0 ,

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

ˆ ; ,

ˆsin cos ,

ˆ1 cos sin ,

r r

r r S = 0
s

m q m q m q m q m q

in ex ex

m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q

r r r Y

d d Y

d d d Y

 

    

       

 





 

  

 

      
 

 

    

 

 

r s s 

  

         1/ / / / /

, , 0 ,
ˆ ; ,r r S = 0

m q m q m q m q m q

in ex s ex Y    
      

 
r s s  . (197) 

΢ε απηό ην ζεκείν, ζα πάξνπκε δύν πεξηπηώζεηο θαζεκία από ηηο νπνίεο ζα θαηαιήμεη ζηηο 

δύν δεηνύκελεο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (190), απηέο γηα 2   θαη 3  .  Γηα λα 

πξνθύςνπλ απηέο ζα εξγαζηνύκε θαη πάιη όκνηα κε ηελ πεξίπησζε ηνπ 2H
s
 όπσο θαίλεηαη 

θαη παξαθάησ. 
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 ΠΔΡΗΠΣΩ΢Ζ 2   

Θα πνιιαπιαζηάζνπκε εζσηεξηθά ηελ (197) κε ζ̂ θαη αθνύ  ˆ ˆ 1 ζ ζ  θαη ˆ ˆ 0 ζ υ  

παίξλνπκε: 

     

         

1/ / /

,2 ,3

0 0 ,

1/ / / / /

, , 0 ,

sin cos ,

ˆˆ ; ,r r S = 0

m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q m q

in ex s ex

d d Y

Y

    

    



 

  

 

 

       
 



r s s ζ 

  

         1 1/ / / /

,2 ,3

0 0 ,

sin , cos ,m q m q m q m q

m q e o

d Y d Y       



   

  

    

          1/ / / / /

, , 0 ,
ˆˆ , , ; ,r S = 0

m q m q m q m q m q

in ex ex Y       
       

 
r s s ζ  . (198) 

Δπνκέλσο, από ηε (198) έρνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ  /

, 1,2,3m q

jd j   αιιά θαη ηνλ 

ζηαζεξό όξν ηεο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 2  . Απηνί είλαη: 
/ ,2

,1 0m qf  ,   

   1/ ,2 /

,2 sin ,m q m qf Y   
 

 ,  

   1/ ,2 /

,3 cos ,m q m qf Y   
 

  ,  

θαη  

         1/ ,2 / / / / /

, , 0 ,
ˆˆ , , ; ,r Sm q m q m q m q m q m q

in ex exg Y       
       

 
r s s ζ  . 

 ΠΔΡΗΠΣΩ΢Ζ 3   

Θα πνιιαπιαζηάδνπκε εζσηεξηθά ηελ (197) κε υ̂  θαη αθνύ  ˆ ˆ 1 υ υ  θαη ˆˆ 0 υ ζ  

παίξλνπκε: 

     

         
       

1/ 2 / / /

,1 ,2 ,3

0 0 ,

1/ / / / /

, , 0 ,

1 1/ 2 / / /

,1 ,2

0 ,

1 cos sin ,

ˆ ˆ; ,

1 , cos ,

r r S = 0

m q m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q m q

in ex s ex

m q m q m q m q

m q e o

d d d Y

Y

d Y d Y

       

    

        



 

  

 

   

 

   

       
 

   







r s s 

   
0

1/ /

,3 sin ,m q m qd Y    





 
 


  

         1/ / / / /

, , 0 ,
ˆ ˆ; ,r r S = 0

m q m q m q m q m q

in ex s ex Y    
       

 
r s s   . (199) 

Έηζη, ε (199) καο δίλεη ηνπο ζπληειεζηέο ησλ  /

, 1,2,3m q

jd j   θαη ην ζηαζεξό όξν ηεο 

εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 3  . Απηνί είλαη: 
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   1/ ,3 2 /

,1 1 ,m q m qf Y   
 

   ,   

   1/ ,3 /

,2 cos ,m q m qf Y    
 

 ,  

   1/ ,3 /

,3 sin ,m q m qf Y    
 

 ,  

θαη  

        1/ ,3 / / / / /

, , 0 ,
ˆ ˆ; ,r r S

m q m q m q m q m q m q

in ex s exg Y    
       

 
r s s   ,  

Σειηθά, ζπγθεληξσηηθά από όια ηα παξαπάλσ θαη από όιεο ηηο πξνεγνύκελεο ζπλζήθεο 

θαηαιήμακε ζην δεηνύκελν ζύζηεκα πνπ απνηειείηαη από ηηο ζρέζεηο (190) δει. ηηο: 

   
3

/ , / / ,

, , 0

0 0 , 1

, , , , ; 0rm q m q m q

j s j s

m q e o j

f r d g r    



   

 
  

  
  , γηα θάζε 1,2,3   δει. ην 

ζύζηεκα: 

       

       

/ ,1 / / ,1 / / ,1 / / ,1

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 0 ,

/ ,2 / / ,2 / / ,2 / / ,2

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 ,

, , , , , , , , ; 0

, , , , , , , , ;

r

r

m q m q m q m q m q m q m q

m q e o

m q m q m q m q m q m q m q

m q e o

f d f d f d g

f d f d f d g

           

           



  

 

     

    





       

0

/ ,3 / / ,3 / / ,3 / / ,3

,1 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 0

0 0 ,

0

, , , , , , , , ; 0rm q m q m q m q m q m q m q

m q e o

f d f d f d g           







  










      






, (200) 

όπνπ γηα 1  : 

           2/ ,1 2

,1 1 1m q m m q

mf P P f     
       

 
, (201)

 
          2/ ,1 2

,2 1 1 cosm q m m q

mf P P f      
        


 

 
 

2
sin

1

m

q

m

P
f


 




 

 

, (202)

 

          2/ ,1 2

,3 1 1 sinm q m m q

mf P P f      
        


 

 
 

2
cos

1

m

q

m

P
f


 




 

 

, (203) 

θαη 

     / ,1 / / / / /

, , , ,

1
S r r

m q m q m q m q m q m q

in in s ex ex sg u u


 
       

 
s s   
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     / / /ˆ ,S S
m q m q m qY   



    
 

r , (204) 

γηα 2  : 

/ ,2

,1 0m qf  , (205) 

   1/ ,2 /

,2 sin ,m q m qf Y   
 

 , (206) 

   1/ ,2 /

,3 cos ,m q m qf Y   
 

  , (207) 

θαη  

         1/ ,2 / / / / /

, , 0 ,
ˆˆ , , ; ,r Sm q m q m q m q m q m q

in ex exg Y       
       

 
r s s ζ  , (208) 

θαη γηα 3  : 

   1/ ,3 2 /

,1 1 ,m q m qf Y   
 

   , (209) 

   1/ ,3 /

,2 cos ,m q m qf Y    
 

 , (210) 

   1/ ,3 /

,3 sin ,m q m qf Y    
 

 , (211) 

θαη  

        1/ ,3 / / / / /

, , 0 ,
ˆ ˆ; ,r r S

m q m q m q m q m q m q

in ex s exg Y    
       

 
r s s   . (212) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο (201) – (212) δξνπλ γηα 0sr r   ,  1,1   ,  0,2   θαη 

 0 0 0 0, ,r r   . Δπίζεο,    ˆ ˆˆ ˆ , , , , ,s sr r    r r ζ ζ  θαη  ˆ ˆ   . ΢ηε ζπλέρεηα, ζα 

αλαπηύμνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο ησλ ζρέζεσλ (201) – (212) ζε ζθαηξηθέο αξκνληθέο βάζεη 

ηεο νξζνγσληόηεηαο ώζηε λα πξνθύςνπλ ζρέζεηο ηεο κνξθήο: 

     
       , / , ,/ , / , /

, , , ,

0 0 ,

, , , , ,
m m q qm q m q m q

j s j j

m q e o

f r f Y
         



 



    

  , (213) 

θαη  

     
       , / , ,/ , / , /

0 0 0,

0 0 ,

, , ; , , ; ; ,r r r
m m q qm q m q m q

s

m q e o

g r g Y
         



 



    

  . (214) 

όπνπ , 1,2,3j   θαη γηα θάζε 0, 0,1,2,...,m   θαη ,q e o . 

Αθξηβώο όπσο θαη ζην αληίζηνηρν ζηάδην ηνπ 2H
s
, πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο (213) θαη (214) 

κε  / ,m qY  
 

  αιιά θαη νινθιεξώλνληαο από 0 έσο 2π ζηε θ – κεηαβιεηή θαη από –1 

έσο 1 ζηε δ – κεηαβιεηή έρνπκε: 
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   

 
         

   

1 2

/ , /

,

1 0

1 2
, / , , / /

, ,
0 0 , 1 0

1 2

/ , /

,

1 0

(213) , , ,

, ,

, , ,

m q m q

j

m m q q m q m q

j
m q e o

m q m q

j

f Y d d

Y Y d d

f Y d d












      

       

      

 






   


     

 





 

 

 

 

   

 

  

 
     

 

 
, / , ,

, ,
0 0 ,

!1 4

2 1 !

m m q q

mm qqj
m q e o m

m

m

 
    


 

  
    


 

  
    

 
     

 

 
   

1 2
, / , , / , /

,, ,

1 0

!2 1
, , ,

4 !

m m q q m q m q

m jj

m
f Y d d

m


         



   

 



  
  

    . (215) 

Οκνίσο, 

   

 
         

1 2

/ , /

0

1 0

1 2
, / , , / /

0,
0 0 , 1 0

(214) , , ; ,

; , ,

r

r

m q m q

m m q q m q m q

m q e o

g Y d d

Y Y d d








      

       

 






   


     

 

 

 

   

 
     

 

 
   

1 2
, / , , / , /

0 0,

1 0

!2 1
; , , ; ,

4 !
r r

m m q q m q m q

m

m
g Y d d

m


         



   

 



  
  

    . (216)  

Έηζη, ε ζρέζε (190) ζύκθσλα κε ηηο (213) θαη (214) καο δίλεη: 

 
       

       

(213)

(214)

3
, / , , , / , ,/ /

, 0, , ,
0 0 , 1

(190)

; , 0r
m m q q m m q qm q m q

jj
m q e o j

d Y
 

     


   

 

   



  
     

   
  

  

 
       

     
3

, / , , , / , ,/

, 0, , ,
0 0 , 1

; 0r
m m q q m m q qm q

jj
m q e o j

d
 

   


   

 

   

 
   

 
  , (217)  

γηα  0 0 0 0, ,r    , ελώ 1,2,3   θαζώο 0  , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o  .  

Έηζη, ε (217) ζε κνξθή πηλάθσλ ζα καο δώζεη:  

       1

0 0; ;x z r x z rL s L L s L L s L sr r r r    γηα  0 0 0 0, ,r r   . (218) 

πνπ είλαη γξακκηθό αιγεβξηθό ζύζηεκα όπνπ 0,1,2,...,m m   θαη ,q q e o   θαζώο 

επίζεο θαη , 1,2,3j  , όπσο θαη 
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   
     , / , ,

, ,

m m q q

L j


  

 
 

  
 
 

, /

,x
m q

L jd

 
 


 
  

,    
     , / , ,

0 0, ,
; ;z r r

m m q q

L j


  

 
 

  
 
 

, (219) 

νη νπνίνη είλαη έλαο  3 1L m q    ηεηξάγσλνο αληηζηξέςηκνο πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ 

ησλ αγλώζησλ, έλαο πίλαθαο ησλ άγλσζησλ ζπληειεζηώλ ησλ δηαλπζκάησλ θαη έλαο 

πίλαθαο ησλ άγλσζησλ ζηαζεξώλ ησλ δηαλπζκάησλ αληίζηνηρα. Σν δηάλπζκα xL

θαζνξίδεη ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο κέζσ ηεο (218), έρνληαο ηε δπλαηόηεηα λα 

ππνινγηζηνύλ νη άγλσζηνη ζηαζεξνί ζπληειεζηέο  / / / /

, ,1 1 ,2 2 ,3 3
ˆ ˆ ˆd

m q m q m q m q

ex d d d  x x x  γηα θάζε 

0,1,2,..., L , 0,1,2,...,m   θαη ,q e o  έσο θαη έλα ζπγθεθξηκέλν επίπεδν , ώζηε λα 

επηηεπρζεί ε επηζπκεηή αθξίβεηα. Έηζη, ηειηθά, κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ (172) θαη (185) 

ζηελ (75) θαη ιακβάλνληαο ππόςηλ ηνπο νξηζκνύο όισλ ησλ ζπληειεζηώλ πνπ δώζακε 

παξαπάλσ έρνπκε ηελ αλαιπηηθή κνξθή ηνπ ζθεδαδόκελνπ ειεθηξηθνύ πεδίνπ 3E
s
 γηα 

απηή ηελ πεξίπησζε. Γειαδή γηα r  , 

(172)

(185)
(75)    

          1/ / / / /

3 , , ,

0 0 ,

,E r d Ss m q m q m q m q m q

ex ex in

m q e o

r r r Y  


 

  

     
  s s .  (220) 

Με ηελ εύξεζε ηνπ 3E
s
 νινθιεξώλεηαη ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηόο καο αθνύ έρνπκε βξεί 

όια ηα δεηνύκελα ζθεδαδόκελα πεδία. ΢ηε ζπλέρεηα ζα πξνρσξήζνπκε ζην 2
ν
 θεθάιαην 

ηεο εξγαζίαο απηήο πνπ ζα ιεηηνπξγήζεη σο επαιήζεπζε ησλ απνηειεζκάησλ καο.  

 

2. Επαιήζεπζε ησλ απνηειεζκάησλ  

΢ην 2
ν
 θεθάιαην ηεο εξγαζίαο απηήο ζθνπόο θαη ζηόρνο είλαη λα επαιεζεύζνπκε όιεο ηηο 

ζρέζεηο θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο δηαδηθαζίαο επίιπζεο πνπ βξήθακε ζηε 2
ε
 ελόηεηα ηνπ 

1
νπ

 θεθαιαίνπ, δει. ζηελ 1.2, ώζηε λα ηα επηβεβαηώζνπκε.  

2.1 Επαιήζεπζε κε ρξήζε ηεο πεξίπησζεο ηνπ ζθαηξνεηδνύο 

Ζ επαιήζεπζε θαη επηβεβαίσζε ησλ ζρέζεσλ θαη απνηειεζκάησλ πνπ βξήθακε λσξίηεξα  

ζηελ εξγαζία καο, ζα γίλεη κε ρξήζε ησλ αληίζηνηρσλ ζρέζεσλ θαη απνηειεζκάησλ πνπ 

ππνινγίζηεθαλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ αληίζηνηρνπ πξνβιήκαηνο κε ζθαηξνεηδέο 
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αληηθείκελν (Vafeas, 2018) θαη απηό γηαηί ε ζθαηξηθή πεξίπησζε είλαη νξηαθή πεξίπησζε 

ηεο ζθαηξνεηδνύο. Ωο εθ ηνύηνπ, εθαξκόδνληαο ζηα απνηειέζκαηα ηνπ ζθαηξνεηδνύο ηα 

θαηάιιεια όξηα θαη ηηο θαηάιιειεο ζρέζεηο, πνπ ζα παξνπζηαζηνύλ παξαθάησ, 

αλακέλνπκε λα πξνθύςνπλ ηα απνηειέζκαηα πνπ έρνπκε βξεη εκείο ζηε ζθαηξηθή καο 

πεξίπησζε. Έηζη, αληηιακβαλόκαζηε όηη απηή ε δηαδηθαζία ζα είλαη θαηάιιειε λα 

ιεηηνπξγήζεη σο επαιήζεπζε ηεο κειέηεο καο.  

 

2.1.1 Παξνπζίαζε ηνπ ζθαηξνεηδνύο ζπζηήκαηνο θαη ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ 

΢ε απηήλ ηελ ππνελόηεηα ζα παξνπζηάζνπκε ην ζθαηξνεηδέο ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

θαζώο επίζεο θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ βξέζεθαλ ζηε κειέηε ηνπ ζθαηξνεηδνύο (Vafeas, 

2018). Αξρηθά, ζα πξέπεη λα πνύκε όηη όηαλ κηιάκε γηα ζθαηξνεηδείο ζπληεηαγκέλεο 

έρνπκε ππόςηλ καο δύν είδε, απηέο ηνπ επηκήθνπο θαη απηέο ηνπ πεπιαηπζκέλνπ 

ζθαηξνεηδνύο. Οη πεξηπηώζεηο απηέο ζηελ επίιπζή ηνπο είλαη παξόκνηεο, όκσο εκείο εδώ 

ζα παξνπζηάζνπκε θαη ζα αζρνιεζνύκε κε ην επίκεθεο ζθαηξενεηδέο αθνύ ηα 

απνηειέζκαηα πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο είλαη ππνινγηζκέλα πάλσ ζε απηό.   

Καη’ αξράο, πξηλ μεθηλήζνπκε ηελ παξνπζίαζε ηνπ ζθαηξνεηδνύο ζα πξέπεη λα 

ζεκεηώζνπκε όηη γηα όιεο ηηο ζρέζεηο θαη γηα όια ηα απνηειέζκαηά ηνπ ζα 

ρξεζηκνπνηνύκε ζην ζπκβνιηζκό ηνπο έλα s θάησ ζηα αξηζηεξά όισλ ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

ην αθνξνύλ. Γηα παξάδεηγκα, ην ζθεδαδόκελν ειεθηξηθό πεδίν ηάμεο 3n   ζηε ζθαίξα ην 

ζπκβνιίζακε 3E
s
, ελώ ην αληίζηνηρν ηνπ ζθαηξνεηδνύο ζα ην νλνκάδνπκε 3E

s

s . Ζ ίδηα 

ινγηθή ζα αθνινπζεζεί ζε όια ηα ζύκβνια πνπ αθνξνύλ ην ζθαηξνεηδέο. Υσξίο απηό ην s 

θάησ αξηζηεξά ζα ελλννύληαη όια ηα αληίζηνηρα ζην ζθαηξηθό, όπσο άιισζηε ηα νξίζακε 

θαη ζε όιε ηε δηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ θεθαιαίνπ 1.  

Γεδνκέλνπ ελόο ζηαζεξνύ ζεηηθνύ αξηζκνύ 0c  , ηνλ νπνίν ζεσξνύκε σο εκηεζηηαθή 

απόζηαζε ηνπ ζπζηήκαηόο καο, νξίδνπκε ηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο ζθαηξνεηδείο 

ζπληεηαγκέλεο  , ,   , γηα θάζε 1 cosh     , 1 cos 1      θαη 0 2    

(βι. ΢ρήκα 3) σο 

1s x c , 
2 2

2 1 1 coss x c        θαη 
2 2

3 1 1 sins x c      , (221) 

όπνπ  1 2 3, ,r s s sx x x  ην δηάλπζκα ζέζεο θαη  0 10 20 30, ,r s s sx x x  ε θαζνξηζκέλε ζέζε 

ηεο πεγήο.  
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Σρήκα 3 Η γεσκεηξία ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο κε ηηο ηξεηο ζπληεηαγκέλεο επηθάλεηεο. 

 
΢ην ΢ρήκα 3 βιέπνπκε ηε γεσκεηξία ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο κε ηηο ηξεηο 

ζπληεηαγκέλεο επηθάλεηεο. Γει. ην επίκεθεο ζθαηξνεηδέο (γηα .  ),  ηα 

ππεξβνινεηδή δύν θιάδσλ (γηα .  ) θαη ην κεζεκβξηλό επίπεδν (γηα .  ) κε 

c  λα είλαη ε εκηεζηηαθή απόζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. 

Ζ γεσκεηξία ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο εθθπιίδεηαη ζηε ζθαηξηθή (Moon et al., 1971) 

όηαλ 0c  . Γηα ηε δηαδηθαζία εθθπιηζκνύ, πνπ ζα καο δώζεη ηελ επηζπκεηή 

επαιήζεπζε ηεο κειέηεο καο, ζα αθνινπζεζεί κία νξηαθή κέζνδνο πνπ πεξηιακβάλεη έλαλ 

θαηάιιειν ζπλδπαζκό ηεο εκηεζηηαθήο απόζηαζεο κε ηελ κεηαβιεηή ζπληεηαγκέλσλ 

1  , σο 

0
lim
c

c r


  θαη 
0

1 1 1
lim ln

2 1c c r









, όπνπ 2 2 1rr c       γηα 1  , (222) 

όπνπ 0r   είλαη ε αθηηληθή απόζηαζε ηνπ ζθαηξηθνύ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. 

Δπηπιένλ, απηή ε νξηαθή κέζνδνο, είλαη θαη κία ζπλέπεηα ηνπ νξηζκνύ ησλ 

ζπζρεηηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ Legendre 1
νπ

 θαη 2
νπ

 είδνπο.  ΢πλεπώο, ηζρύνπλ: 

 
 0

!
lim

!

m

c
c P p r

m






 θαη 

     
   1 1

0

!
lim 1

!

mm

c

m
c Q q r



   




  , (223) 

γηα 0r  θαη όπνπ γηα θάζε ηηκή 0  είλαη: 
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 

 
2

2 !

2 !
p    θαη 

   

     

 /2

0

1 2 2 !1

2 ! ! 2 ! 2 2 1
k

k
q

k k k k





 


    , (224) 

κε  2 1 1p q  . (225) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα δώζνπκε όιεο εθείλεο ηηο ζρέζεηο θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ 

ππνινγίζηεθαλ ζηελ αληίζηνηρε κε ηε δηθή καο κειέηε ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο 

(Vafeas, 2018) ηα νπνία είλαη θαη απηά πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηελ πνξεία ηεο 

επαιήζεπζήο καο. Ζ πξώηε ζρέζε πνπ ζα ρξεηαζηνύκε δόζεθε αθξηβώο παξαπάλσ. Δίλαη 

ε ζρέζε (221) πνπ αθνξά ηηο ζθαηξνεηδείο (επηκήθεηο) ζπληεηαγκέλεο. Δπίζεο, δίλνπκε ηα 

κνλαδηαία δηαλύζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ απηό ην ζύζηεκα. Απηά δεδνκέλεο ηεο 

Καξηεζηαλήε βάζεο  1 2 3
ˆ ˆ ˆ, ,x x x  είλαη:    

   2 2 2

1 2 3
2 2

1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ , , 1 1 cos 1 sins s           

 
      


n τ x x x , (226) 

   2 2 2

1 2 3
2 2

1ˆ ˆ ˆ ˆ, , 1 1cos 1sins           
 

      


ζ x x x , (227) 

  2 3
ˆ ˆ ˆsin coss     υ x x . (228) 

Αθόκε, νη ηειεζηέο Αλάδειηα θαη Laplace ζηηο ζθαηξνεηδείο ζπληεηαγκέλεο είλαη 

αληίζηνηρα: 

2 2

2 2 2 2

1 1ˆ ˆˆ1 1
1 1

rs s s s s

c c
 

     

   
        

     
τ ζ υ , (229) 

 
   2 2

2 2 2

1
1 1

rs s
c

 
    

     
                 

  

  

2

22 2 2

1

1 1c  




 
, (230) 

Ο ρώξνο ηεο ειεθηξνκαγλεηηθήο δξαζηεξηόηεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

               3

0 0 0 0, , : , , 1,1 , 0,2 , ,rs sV                     , (231) 

Πξνρσξώληαο, εηζάγνπκε ηελ εζσηεξηθή /

,

m q

s inu  (όηαλ 1  ) θαη ηελ εμσηεξηθή /

,

m q

s exu  

(όηαλ   ) επηκήθεηο ζθαηξνεηδείο αξκνληθέο ηδηνιύζεηο βαζκνύ 0  θαη ηάμεο 



 

Διέλε Σηεθαλίδνπ, Σθέδαζε Ηιεληξνκαγλεηηθώλ Κπκάησλ  

Μαγλεηηθνύ Γίπνινπ Χακειώλ Σπρλνηήησλ από Σθαηξηθά 

κεηαιιηθά Αληηθείκελα ζε Πεξηβάιινλ ρσξίο απώιεηεο. 

 

Μεηαπηπρηαθή Γηπισκαηηθή Δξγαζία  82 

 

0,1,2,...,m  , κε όξνπο ζπζρεηηζκέλσλ ζπλαξηήζεσλ Legendre 1
νπ

 είδνπο 
mP  θαη 2

νπ
 

είδνπο 
mQ  θαη 

q

mf  όπσο ηελ νξίζακε ζηε ζρέζε (90) θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ζθαίξαο 

σο: 

       /

, r
m q m m q

s in mu P P f    θαη        /

, r
m q m m q

s ex mu Q P f   . (232) 

΢πλεπώο, θάζε αξκνληθή ζπλάξηεζε u  ζηε γεσκεηξία επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο πνπ είλαη 

ιύζε ηεο εμίζσζεο Laplace 0u   δίλεηαη από: 

     / / / /

, , , ,

0 0 ,

r r rm q m q m q m q

s s in s in s ex s ex

m q e o

u A u A u



  

    , (233) 

γηα       1, , 1,1 , 0,2r           όπνπ / /

, ,,m q m q

s in s exA A  απζαίξεηεο ζηαζεξέο όπνπ 

/

, 0m q

s exA   ζην εζσηεξηθό πξόβιεκα θαη /

, 0m q

s inA   ζην εμώηεξηθό πξόβιεκα όπσο ζηε δηθή 

καο πεξίπησζε. Αθόκε ζην επίκεθεο ζθαηξνεηδέο ην αλάπηπγκα ηνπ 
1

R
 δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 

   

   

/ /

, 0 , 0

0 0 ,

0 / /

, 0 , 0

0 0 ,

1 1

r r r r

r r
r r r r

m q m q

s in s ex

m q e o

s
s m q m q

s ex s in

m q e o

u

R
u







  



  


 


  

 
 






 ,  (234) 

όπνπ γηα  0 0 0 0, ,r r      επηηπγράλνπκε κνλαδηθόηεηα θαη επίζεο 

 
   

 
   

2

/ /

, 0 , 0

2 1 !
1

!
r r

mm q m q

s y m s y

m
u

c m


  
   

 
, (235) 

κε ,y in ex  θαη 
1, 0

2, 1
m

m

m


  


 . Δδώ νινθιεξώλεηαη ε παξάζεζε ησλ ζρέζεσλ πνπ 

ρξεηάζηεθαλ ζηε κειέηε ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο ηηο νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ζηελ πνξεία ηεο επαιήζεπζήο καο.  

΢πλερίδνληαο, αθνύ έρνπκε δώζεη ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζα πξνρσξήζνπκε 

παξνπζηάδνληαο ελ ηάρεη θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ επηβεβαίσζε ησλ δηθώλ καο 

απνηειεζκάησλ. Έηζη, όζνλ αθνξά ην 0H
s

s , απηό ππνινγίζηπεθε πσο γηα r  είλαη: 
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 0
4

m
H rs

s
c

    

 
 

 
 

 

 
   

0

2

/ /

, 0 ,

0 0 ,

!
2 1 1

!
r r r

m
m s m q m q

m s s ex s s ex
m

m q e o s

m P
u u

m Q






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 
           

 , (236) 

θαζώο επίζεο θαη  

   
 

 
     

0

/

0 , 0

0 0 ,
4

r

m
r r

m

ss m q m m q

s s s ex m
m

m q e o s

P
Q P f

Q


   

 



  

 
        

 . (237) 

Παξαθάησ, γηα ην 2H
s

s , απηό βξέζεθε πσο γηα r  είλαη: 

 2H r
s

s  ,  

 
 

 
     

0

/ /

, , 0

0 0 ,
4

r

m
b r r

m

sm q m q m m q

s ex s s ex m
m

m q e o s

P
Q P f

Q


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 



  

    
      

     
 , (238)  

όπνπ / / / /

, ,1 1 ,2 2 ,3 3
ˆ ˆ ˆb

m q m q m q m q

s ex s s sb b b  x x x  νη δηαλπζκαηηθέο ζηαζεξέο. 

Δπίζεο, ην πξνβιεκα απηό, ιύζεθε αθξηβώο όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ζθαίξαο. Γει. 

νη ζπλζήθεο νδήγεζαλ ζην ζύζηεκα ηεο κνξθήο: 

   
3

/ , / / ,

, , 0

0 0 , 1

, , , , ; 0rm q m q m q

s j s s j s s

m q e o j

f b g      



   

 
  

  
  , γηα 1,2,3    (239) 

κε αγλώζηνπο ηηο ζπληζηώζεο /

, , 1, 2,3m q

s jb j   ησλ /

,b
m q

s ex . Οη ζπληειεζηέο ηνπ ζπζηήκαηνο 

ππνινγίζηεθαλ: 

 Γηα 1   : 

     / ,1 2

,1 1m q m m q

s s s mf c Q P f      , (240) 

     / ,1 2

,2 1 cosm q m m q

s s s mf c Q P f       , (241) 

     / ,1 2

,3 1 sinm q m m q

s s s mf c Q P f         (242) 

θαη 

        / ,1 / 2 2 2

, 0 0
ˆ1 , ,

4

m
r r r

m q m q m m

s s ex s s s s sg P c P        


          
τ   

           2 / 2

, 0 1 /r
m q m m m m q

s ex s s s s s mc M Q Q P P f      
      

, (243)  
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 Γηα 2   : 

          / ,2 2 2 2

,1 1 1 1m q m m m m q

s s s s s mf c Q P Q P f               , (244) 

             / ,2 2 2

,2 1 1 cosm q m m m m q

s s s s s mf c Q P Q P f              , (245) 

             / ,2 2 2

,3 1 1 sinm q m m m m q

s s s s s mf c Q P Q P f               (246) 

θαη 

   

          

/ ,2 2 / 2 2

, 0 1 1

/

r
m q m q m

s s ex s s
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g c M P
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   

   
 

         2 2 2 /

, 0
ˆˆ2 M rm q m m q

s s s ex s s mc P P f        
 

τ ζ , (247)     

 Γηα 3   : 

     / ,3 2

,1 1m q m m q

s s s mf c Q P f      , (248) 

            / ,3 2 2

,2 1 cos 1 sinm q m m q m q

s s s m s s mf c P Q f Q f              , (249) 

            / ,3 2 2

,3 1 sin 1 cosm q m m q m q

s s s m s s mf c P Q f Q f               (250) 

θαη 

           / ,3 2 / 2

, 0 1 /r
m q m q m m m m q

s s ex s s s s s mg c M Q Q P P f           
 

  

       2 2 / 2 2

, 0
ˆˆ2 1 1M r

m q m m q

s s s ex s s s mc P P f             τ υ , (251) 

όπνπ  

   
0

/ /

, 0 , 0
4

r

m
r rm q m q

s ex s s exM 


    θαη    
0

/ /

, 0 , 0
4

r

m
M r rm q m q

s ex s s ex


   . (252)  

όκνηα κε ηε ζθαηξηθή πεξίπησζε θαη κε ηηο ζρέζεηο (236) – (247) λα ηζρύνπλ γηα 0s  , 

 1,1   ,  0,2   θαη  0 0 0 0, ,r    . 

Παξαθάησ, όζνλ αθνξά ην 3H
s

s  , απηό ππνινγίζηεθε: 

 
   2

2

3
2 2

,1
ˆ1

f gm
H rs

s s

  
 

   

   
      

   

τ   

   
 2

2 2 2

,1 1ˆ ˆ1 ,
1

g
f g s s

 
    

  

             

ζ υ , (253) 
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όπνπ 

 
 

 
1

1

1

ˆf
s

Q

Q








x  θαη    

 

 

1

1

2 3
2 1

1

ˆ ˆ, cos sin
1

g s

s s

Q

Q


   

 
 


x x , (254) 

ζπλαξηήζεηο γηα θάζε  ,s    θαη  0, 2  . 

Αθόκε, γηα ην 1

s

s , απηό ζηελ πεξίπησζε ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο είλαη γηα r  : 

 1E r
s

s  .  

   
 

 
0

/ / /

, , , 0

0 0 ,

1

2 4
r

m
r b r r

m

sm q m q m q

s s ex s ex s s ex
m

m q e o s

P
u

Q




  



  

    
         

     
 , (255) 

Σέινο, όζνλ αθνξά θαη ην ηειεπηαίν πεδίν πξνο ππνινγηζκό, δει. ην 3

s

s , απηό γηα r  

είλαη: 

             / / / /

3 , , ,

0 0 ,

r d Ss m q m q m m q m m q m q

s s ex s ex s in s m

m q e o

Q P P f    



  

    
  s s , (256) 

όπνπ / / / /

, ,1 1 ,2 2 ,3 3
ˆ ˆ ˆd

m q m q m q m q

s ex s s sd d d  x x x  νη δηαλπζκαηηθνί ζπληειεζηέο θαη όπνπ 

     
02 1

3
/ 2 2 /

, , 1
0

0 1

3
lim

2
r E r

s

e

m q m q s

s in s ex s
e

c
d d d





     








          s , (257) 

     
0

2 1
3

/ 2 2 /

, , 1
0

0 1

3
lim

2
r E rm q m q s

s ex s in s
e

e

c
d d d





     


 



 

          s , (258) 

 
   

 

 
   

0

0

1 2 2 1

1/

2 0

1 0 0 1

3 2 1 !
lim

8 !

E r
S

r r

e
s

sm q m q

s m m
e

se

m
d P f d d

m

 



    


 



  

    
    

   
      (259) 

θαη όζνλ αθνξά ην ηξηπιό νινθιήξσκα γηα απηό έρνπκε: 

 
         1 / / /

, ,

0 0 ,

3

2

E r
S

r r

s

s m q m m q m m q m q

s in s ex s m

m q e os

d P Q P f    




  


         s s , (260) 

όπνπ  

 3 2 2d c d d d             γηα  ,s   ,  1,1    θαη  0, 2  . (261) 

Αθόκε, γηα ηε δηαλπζκαηηθή πνζόηεηα  /

, 0, , ;I r
m q

s ex     απηή είλαη: 

     / /

, 0 0 , 0

3
, , ; , ,

4
I r m r r rm q m q

s ex s ex


      

 
      , κε  0 0 0 0, ,r    . (262) 
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Δπίζεο, θαη εδώ ην πξνβιεκα ιύζεθε όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ζθαίξαο. Οη ζπλζήθεο 

νδήγεζαλ ζην ζύζηεκα: 

   
3

/ , / / ,

, , 0

0 0 , 1

, , , , ; 0rm q m q m q

s j s s j s s

m q e o j

f d g      



   

 
  

  
  , γηα 1,2,3    (263) 

κε αγλώζηνπο ηηο ζπληζηώζεο /

, , 1, 2,3m q

s jd j   ησλ /

,d
m q

s ex . Οη ζπληειεζηέο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη: 

 Γηα 1   : 

 
            / ,1 2 2

,1 2 2

1
1 1m q m m m m q

s s s s s m

s

f Q P Q P f
c

        
 

     
 

, (264) 

 
          

2 2

/ ,1

,2 2 2

1 1
cos

sm q m m m m q

s s s s m

s

f Q P Q P f
c

 
       

 

  
   


 

     
2 2

1
sin

1 1

m m q

s m

s

Q P f
c

   
 


 

  

, (265) 

 
          

2 2

/ ,1

,3 2 2

1 1
sin

sm q m m m m q

s s s s m

s

f Q P Q P f
c

 
       

 

  
   



  

     
2 2

1
cos

1 1

m m q

s m

s

Q P f
c

   
 


 

  

  (266) 

θαη 

 
            

1
/ ,1 2 2 2

/ /

ˆ1

/S S

m q

s s s s

m q m q m m m q

s s s s s s m

g c

P P P f

  

     



    

     

τ

        / / / / /

, , , ,/ , , , ,S
m q m q m m q m q m q

s in s s s s in s s ex s ex sP u u             s s , (267)  

 Γηα 2   : 

/ ,2

,1 0m q

s f  , (268) 

     / ,2

,2 sinm q m m q

s s mf Q P f     , (269) 

     / ,2

,3 cosm q m m q

s s mf Q P f     (270) 

θαη 
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    / ,2 / /

, , 0
ˆ , , ;I r

m q m q m q m

s s s in s ex s sg P      


τ s

       / /

,
ˆS

m q m m q m q

s ex s s s s mQ P f     s ζ , (271)     

 Γηα 3   : 

     / ,3 2

,1 1m q m m q

s s s mf Q P f      , (272) 

     / ,3 2

,2 1 cosm q m m q

s s s mf Q P f        , (273) 

     / ,3 2

,3 1 sinm q m m q

s s s mf Q P f         (274) 

θαη 

    / ,3 2 2 / /

, , 0
ˆ , , ;I rm q m q m q m

s s s s in s ex s sg P         


τ s   

       / /

,
ˆSm q m m q m q

s ex s s s s mQ P f     s υ . (275) 

όπνπ νη παξαπάλσ ζρέζεηο ηζρύνπλ γηα 0s  ,  1,1   ,  0,2   θαη 

 0 0 0 0, ,r    .  

Δδώ νινθιεξώλεηαη ε παξάζεζε όισλ ησλ ζρέζεσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ 

επαιήζεπζε ησλ δηθώλ καο ζρέζεσλ θαη απνηειεζκάησλ. Ο εθθπιηζκόο ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ ζρέζεσλ, ειεθηξηθώλ θαη καγλεηηθώλ πεδίσλ ρακειώλ ζπρλνηήησλ 

πξνθεηκέλνπ λα αλαθηεζεί ε πεξίπησζε ηνπ ζθαηξηθνύ κεηαιιηθνύ ζώκαηνο αθηίλαο 

s sc r   , ελζσκαησκέλν ζε έλα κέζν ρσξίο απώιεηεο, είλαη κία ζρεηηθά απιή 

αθνινπζία βεκάησλ θαζώο. Ζ δηαδηθαζία απηή παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ζηηο επόκελεο 

ππνελόηεηεο. 

 

2.1.2 Επαιήζεπζε ρξήζηκσλ γηα ηελ επίιπζε ζρέζεσλ 

Θα μεθηλήζνπκε ηε δηαδηθαζία εθθπιηζκνύ κε ηε ζρέζε (221) πνπ αθνξά ηνλ νξηζκό ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Έρνπκε: 
(77)

1 1
0 0

lim lims
c c

x c r x 
  

   ,  

2 2 2 2 2 2

2
0 0 0

lim lim 1 1 cos lim 1 coss
c c c

x c c c     
    

         

 
(77)

2 2 2

2
0

lim 1 cos 1 cos
c

c r x    


     ,  

2 2 2 2 2 2

3
0 0 0

lim lim 1 1 sin lim 1 sins
c c c

x c c c     
    

         
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 
(77)

2 2 2

3
0

lim 1 sin 1 sin
c

c r x    


     .  

Παξαηεξνύκε, ινηπόλ, όηη πξνέθπςαλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζην ζθαηξηθό 

ζύζηεκα. Γει.: 

1 1 2 2
0 0

lim , lims s
c c

x x x x
  

   θαη 2 2
0

lim s
c

x x


 . (276)  

Παξαθάησ ζα αζθνιεζνύκε κε ηηο ζρέζεηο (226) – (228) πνπ εθθξάδνπλ ηα κνλαδηαία 

δηαλύζκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Έρνπκε:

 

 

 

0 0

2 2 2

1 2 3
2 20

2 2 2

1 2 3
2 20

ˆ ˆlim lim , ,

1
ˆ ˆ ˆlim 1 1 cos 1 sin

ˆ ˆ ˆlim 1 1 cos 1 sin

s s
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ελώ ην κνλαδηαίν ζηε θ – κεηαβιεηή παξακέλεη ην ίδην. 

Θα πξνρσξήζνπκε ηώξα κε ηνπο ηειεζηέο Αλάδειηα θαη Laplace πνπ δίλνληαη ζην 

ζθαηξνεηδέο από ηηο ζρέζεηο (229) θαη (230) αληίζηνηρα. Γηα ηνλ ηειεζηή Αλάδειηα 

έρνπκε: 
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Καη γηα ηνλ ηειεζηή Laplace έρνπκε:
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Δπίζεο, γηα ην ρώξν ειεθηξνκαγλεηηθήο δξαζηεξηόηεηαο έρνπκε: 
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Αθόκε, όζνλ αθνξά ηελ εζσηεξηθή θαη εμσηεξηθή ηδηνιύζε ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο 
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΢πλεπώο, 
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νπόηε ζεσξώληαο ηηο , ,,m m

l in exA A  σο ζηαζεξέο βιέπνπκε όηη πξνθύπηνπλ νη αληίζηνηρεο 

ηδηνιύζεηο όπσο ηηο νξίζακε ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα κε ηηο ζρέζεηο (88) θαη (89). 
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Οπόηε, θαη εδώ ηζρύεη:  
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Δδώ, νινθιεξώλεηαη ε επηβεβαίσζε ησλ ζρέζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ επίιπζε 

ηνπ πξνβιήκαηόο καο κέζσ ηνπ εθθπιηζκνύ ηεο ζθαηξνεηδνύο πεξίπησζεο. 

2.1.3 Επαιήζεπζε ησλ καγλεηηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ 

΢ε απηήλ ηελ ππνελόηεηα γίλεηαη ε επαιήζεπζε όισλ ησλ απνηειεζκάησλ πνπ βξήθακε 

γηα ηα καγλεηηθά ζθεδαδόκελα πεδία. Θα μεθηλήζνπκε ηε δηαδηθαζία εθθπιηζκνύ γηα ην 

καγλεηηθό 0H
s

s  πνπ ζην ζθαηξνεηδέο δίλεηαη από ηε ζρέζε (236). Οπόηε, έρνπκε: 
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 Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο απηά ηα δύν όξηα πνπ βξήθακε ζηελ (284) έρνπκε: 
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 Δπνκέλσο, θαηαιήμακε όηη: 
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νπόηε επηβεβαηώζεθε ην απνηέιεζκα ηνπ καγλεηηθνύ ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ ηάμεο 0n  . 

Γηα λα νινθιεξσζεί ε πεξίπησζε απηνύ ηνπ πεδίνπ ζα πξέπεη λα θάλνπκε ηελ ίδηα 
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δηαδηθαζία θαη γηα ε ζπλάξηεζε 0

s

s  πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (237). Δίλαη: 
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Έηζη, πξνθύπηεη ην δεηνύκελν πνπ είλαη: 
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   . (286) 

Οινθιεξώλεηαη εδώ ε δηαδηθαζία επηβεβ;ίσζεο ηνπ 0H
s
. 

Πξνρσξάκε ηώξα ζηελ επαιήζεπζε ηνπ ζθεδαδόκελν καγλεηηθό πεδίν ηάμεο 2n  . Σν 

απνηέιεζκα ηνπ πεδίνπ απηνύ ζην ζύζηεκα ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο δίλεηαη από ηε 

ζρέζε (238). Όκσο, ε δηαδηθαζία εύξεζήο ηνπ θαη ζην ζθαηξηθό αιιά θαη ζην ζθαηξνεηδέο 

ζύζηεκα έγηλε κέζσ πεξίπινθσλ ζπζηεκάησλ. Έηζη, γηα λα κπνξέζνπκε λα ην 

επαιεζεύζνπκε ην απνηέιεζκά καο κε πιήξε εγθπξόηεηα ζα πξέπεη λα επαιεζεύζνπκε 

θαη όιεο ηηο ζρέζεηο πνπ πξνέθπςαλ θαηά ηελ επίιπζή ηνπ. Έηζη, αξρηθά ζα ππνινγίζνπκε 

ην  2
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 θαη έπεηηα ζα ππνινγίζνπκε ηα αληίζηνηρα όξηα ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (239). Δπνκέλσο, έρνληαο ππόςηλ ηε (238), έρνπκε: 
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θαη παξαηεξνύκε ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (155) όηη ην όξην ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ είλαη 

αθξηβώο ίδην κε απηό ηνπ ζθαηξηθνύ κε ηε κόλε δηαθνξά όηη νη άγλσζηνη ζπληειεζηέο  
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πνπ είλαη ε (155) νπόηε έρνπκε ην δεηνύκελν. Σώξα, ζα πξνρσξήζνπκε ηνλ εθθπιηζκό 
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Άξα, γηα ηνπο ζπληειεζηέο ησλ αγλώζησλ πξνέθπςαλ: 
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πνπ είλαη ε 1
ε
 εμίζσζε ( 1  ) ηνπ ζπζηήκαηνο (122). 
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Έηζη, γηα ηε ζρέζε ηνπ ζπζηήκαηνο (239) γηα 2   έρνπκε: 
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Δπίζεο, γηα ηε ζρέζε (251) έρνπκε: 
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Οπόηε ηειηθά είλαη: 
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Έηζη, θαη γηα ηνλ άιιν όξν ηεο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 3   ηζρύεη:
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πνπ είλαη ε 3
ε
 εμίζσζε ( 3  ) ηνπ ζπζηήκαηνο (122). Καη εδώ νινθιεξώλεηαη ν 

εθθπιηζκόο πνπ ζηόρν έρεη ηελ επηβεβαίσζε ηνπ απνηειέζκαηνο ηνπ 2H
s
. Δπαιεζεύηεθαλ 

όιεο νη ζρέζεηο πνπ πξνέθπςαλ θαηά ηελ επίιπζή ηνπ θαζώο επίζεο θαη ην ίδην ην 

απνηέιεζκά ηνπ. Παξαηεξήζακε όηη ζηνλ εθθπιηζκό ηνπ 2H
s
 νη άγλσζηεο δηαλπζκαηηθέο 

ζηαζεξέο πνιιαπιαζηάδνληαλ κε κία πνζόηεηα πνπ νλνκάζακε 
mC . Απηό όκσο δελ 

απνηέιεζε πξόβιεκα αθνύ θαη ζηνλ εθθπιηζκό ηνπ ζπζηήκαηνο νη ζηαζεξέο 

πνιιαπιαζηάδνληαλ κε ηελ ίδηα αθξηβώο πνζόηεηα. Καη έηζη ν εθθπιηζκόο καο έδσζε ην 

επηζπκεηό απνηέιεζκα.  
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Πξνρσξάκε ηώξα ζηελ επαιήζεπζε ηνπ ηειεπηαίνπ ζθεδαδόκελνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ, 

ηνπ 3H
s
. Δδώ ηα πξάγκαηα είλαη πην απιά θαζώο ε δηαδηθαζία επίιπζήο ηνπ ήηαλ πνιύ πην 

απιή. Θα αξθεζηνύκε, ινηπόλ, κόλν ζηελ επηβεβαίσζε ηνπ απνηειέζκαηόο ηνπ. Απηό ην 

πεδίν ζην ζθαηξνεηδέο ζύζηεκα δίλεηαη από ηε ζρέζε (253) κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ 

(254). Δίλαη: 
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θαη ζα ππνινγίζνπκε αξρηθά ηα όξηα ησλ Η, ΗΗ θαη ΗΗΗ μερσξηζηά. Έρνπκε: 
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Καη έηζη θαηαιήμακε ζην δεηνύκελν πνπ είλαη: 
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ε ππνελόηεηα ηειεηώλεη εδώ. 

 

2.1.4 Επαιήζεπζε ησλ ειεθηξηθώλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ 
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s

s .  ΢πλεπώο, ζα 

μεθηλήζνπκε πξώηα κε ηνλ εθθπιηζκό ηνπ απνηειέζκαηόο ηνπ, δει. κε ηηο ζρέζεηο (256) – 

(260) θαη (262) θαη έπεηηα κε ηηο ζρέζεηο πνπ αθνξνύλ ην ζύζηεκα πνπ πξνέθπςε θαηά 
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ηελ επίιπζή ηνπ, δει. κε ηηο ζρέζεηο (263) – (275). Θα μεθηλήζνπκε κε ηε ζρέζε (257), 

όπνπ ζα έρνπκε: 

     

      

 

 
         

0

0

2 1
3 (232), (235)

/ 2 2 /

, , 1
00 0

0 1

2 1

2 2

00

0 1

2

1

3
lim lim lim

2

2 13
lim lim

2

!
1

!

r E r

E r

s

s

e

m q m q s

s in s ex s
ec c

e

ec

m m m q s

m m s

c
d d d

c c
c

m
Q P f dc

m









     


 


  

 





 









 
          
 
 

 
    



 
     

 

  

  

s

      

 

 
   

       

 

0

0

2 1

2 2

00

0 1

2
(223), (301)

1

11

2 1

2

0

0 1

2 13
lim lim

2

! 1
1 ,

!

2 13
lim

2

E r

s

s

e

ec

m m m s

m s

r e

e

r

d d

c c
c

m
c Q Y dc d d

m c

r
c







  

 


     











 

 








   



 
    



 
         
  


 

  

  

 

 
   

       

 
     

 
 

0

2
(89), (97)

1

1

2 1
(177)

2 /

, 1
0

0 1

/

,

! !
1 1 ,

! !

! 3
2 1 lim

! 2

!
2 1

!

E r

r E r

s

m m m s

m

r e

m q s

ex
e

r

m q

in

m m
q r Y dr d d

m

m
c q r dr d d

m
c q



   

  


 







  
          

 

 
         
 
 


 

  

s

 

 Άξα, πξνέθπςε:

 

 
 / /

, ,
0

!
lim 2 1

!

m q m q

s in in
c

m
c q




 s s . (302) 

Δπίζεο, όζνλ αθνξά ηε ζρέζε (258) έρνπκε: 
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Έηζη, γηα ηε ζρέζε ηνπ ζπζηήκαηνο (263) γηα 1   έρνπκε: 
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πνπ είλαη ε 1
ε
 εμίζσζε ( 1  ) ηνπ ζπζηήκαηνο (190). 

Πξνρσξάκε ηώξα θαη ζηελ πεξίπησζε 2   ηνπ ζπζηήκαηνο (263). Έρνπκε: 
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Έηζη, γηα ηε ζρέζε ηνπ ζπζηήκαηνο (263) γηα 2   έρνπκε: 
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πνπ είλαη ε 2
ε
 εμίζσζε ( 2  ) ηνπ ζπζηήκαηνο (190). 
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Οπόηε, γηα ηνπο ζπληειεζηέο έρνπκε: 

/ ,3 / ,3

, ,
0

lim m q m m q

s j j
c

f C f
c




 
 
γηα θάζε 1,2,3j  . (314) 

Σέινο, γηα ηε ζρέζε (275) έρνπκε: 
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Δπνκέλσο, θαη γηα ηελ ηειεπηαία ζρέζε ηνπ ζπζηήκαηνο (263) δει. απηή γηα 3   

έρνπκε: 
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πνπ είλαη ε 3
ε
 εμίζσζε ( 3  ) ηνπ ζπζηήκαηνο (190). Δπνκέλσο, επαιεζεύεηαη ηειηθά 

θαη ην ζύζηεκα πνπ αθνξά ην ειεθηξηθό ζθεδαδόκελν πεδίν 3

s  έρνληαο θαηαιήμεη ζηηο 

επηζπκεηέο ζρέζεηο. 

΢ε απηό ην ζεκείν, νινθιεξώλεηαη ν εθθπιηζκόο ησλ ζρέζεσλ θαη απνηειεζκάησλ ηνπ 

επίικεθνπο ζθαηξνεηδνύο θαη σο εθ ηνύηνπ νινθιεξώλεηαη θαη ε δεηνύκελε επηβεβαίσζε 

ηεο κειέηεο καο ζην ζθαηξηθό ζύζηεκα. Με ηελ νινθιήξσζε απηή ηειεηώλεη θαη όιε 

απηή ε εξγαζία. Δπηηεύρζεθε ν ππνινγηζκόο όισλ ησλ ζθεδαδόκελσλ πεδίσλ θαζώο θαη ε 

επαιήζεπζή ηνπο.  
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Σπκπεξάζκαηα 

΢ηελ εξγαζία απηή κειεηήζεθε έλα πξόβιεκα ζθέδαζεο ειεθηξνκαγλεηηθώλ θπκάησλ 

από κία κεηαιιηθή ζθαίξα ζην πεξηβάιινλ ηνπ θελνύ. Σα ειεθηξνκαγλεηηθά θύκαηα 

εθπέκπνληαλ από έλα καγλεηηθό δίπνιν πξνζαλαηνιηζκέλν απζαίξεηα πνπ βξηζθόηαλ 

αξθεηά καθξηά από ην ππό κειέηε αληηθείκελν, δει. ηε ζθαίξα. ΢εκαληηθό ήηαλ ην 

γεγνλόο όηη ε δηπνιηθή πεγή ήηαλ ρξνληθά αξκνληθή θαη επηπιένλ εμέπεκπε ηα 

ειεθηξνκαγλεηηθά θύκαηα ζε ρακειέο ζπρλόηεηεο. ΢θνπόο ήηαλ λα ππνινγηζηνύλ ηα 

άγλσζηα ζθεδαδόκελα πεδία.  

Πξώην ζηάδην ηεο κειέηεο απηήο ήηαλ λα επηηεπρζεί ε νξζή κνληεινπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ώζηε λα δεκηνπξγεζνύλ νη θαηάιιειεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο καδί κε ηνλ 

θαζνξηζκό ησλ αληίζηνηρσλ ζπλζεθώλ. Αθεηεξία απηώλ ησλ εμηζώζεσλ απνηέιεζαλ νη 

εμηζώζεηο Maxwell ηνπ ειεθηξνκαγλεηηζκνύ νη νπνίεο πέξαζαλ από θάπνηεο κεηαηξνπέο 

ζύκθσλα κε βαζηθά ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο όπσο ηε ρξνληθή αξκνληθή εμάξηεζε ηνπ 

δίπνινπ, ην γεγνλόο όηη ε ζθαίξα ήηαλ κεηαιιηθή δει. ηέιεηα αγώγηκε ελώ ην πεξηβάιινλ 

ήηαλ ην θελό δει. έλα κέζν ρσξίο απώιεηεο, θαζώο θαη ηηο ρακειέο ζπρλόηεηεο ζηηο 

νπνίεο εμέπεκπε ην δίπνιν. Σν θαζεζηώο ρακειώλ ζπρλνηήησλ επέβαιε λα γξαθνύλ όια 

ηα πεδία ηνπ πξνβιήκαηνο σο άζξνηζκα όξσλ ζεηηθώλ αθέξαησλ δπλάκεσλ ηνπ θπκαηηθνύ 

αξηζκνύ ηνπ εμσηεξηθνύ πεξηβάιινληνο. Δπίζεο, όζνλ αθνξά ηηο ζπλζήθεο, απηέο 

αλαθέξνληαλ ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο επνκέλσο είρακε ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 

΢πγρξόλσο, έπξεπε λα ηθαλνπνηνύληαη θαη νη ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο ζην άπεηξν. Έηζη, 

θαηαιήμακε ζε κία αθνινπζία αιιεινζπλδεδεκέλσλ πξνβιεκάησλ δπλακηθνύ κε 

εμηζώζεηο Laplace ή Poisson ζπλνδεπόκελεο από ηηο παξαπάλσ  ζπλζήθεο. Σα 

πξνβιήκαηα απηά αθνξνύζαλ ην ζηαηηθό θαη ηνπο πξώηνπο ηξεηο δπλακηθνύο όξνπο ησλ 

αλαπηπγκάησλ, αθνύ νη όξνη πςειόηεξσλ ηάμεσλ παξαιείπνληαλ ζην θαζεζηώο ρακειώλ 

ζπρλνηήησλ σο ακειεηένη. 

Δπόκελν ζηάδην ηεο έξεπλαο ήηαλ ε επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ πνπ θαζνξίζηεθαλ θαηά 

ηε κνληεινπνίεζε. Παξαηεξήζακε όηη ν πξνζδηνξηζκόο ησλ άγλσζησλ ζηαζεξώλ 

ζπληειεζηώλ νδήγεζε είηε ζε ζαθείο εθθξάζεηο όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ 0H
s
 αιιά θαη 

ηνπ 3H
s
 είηε ζε άπεηξα γξακκηθά αιγεβξηθά ζπζηήκαηα όπσο ζηηο πεξηπηώζεηο ησλ 2H

s
 

θαη 3

s . Απνηέιεζκα ηεο επίιπζεο ήηαλ λα ιεθζνύλ ηα κε ζπκκεηξηθά σο πξνο άμνλα 
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ζθεδαδόκελα πεδία κε αλαιπηηθό θαη ζπκπαγή ηξόπν κέζσ αλαπηπγκάησλ ζεηξώλ 

άπεηξσλ όξσλ ζθαηξηθώλ αξκνληθώλ ηδηνζπλαξηήζεσλ.  

Σειεπηαίν κέξνο ηεο κειέηεο απηήο ήηαλ λα γίλεη κία πιήξεο επαιήζεπζε όισλ ησλ 

απνηειεζκάησλ πνπ βξέζεθαλ θαηά ηελ επίιπζε κε ζηόρν λα απνδεηρζεί ε νξζόηεηα ηεο 

πξνζέγγηζήο καο. Απηό έγηλε βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ ηεο επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο 

πεξίπησζεο πνπ βξέζεθαλ ζε παξόκνηα κε απηή κειέηε. Λάβακε ππόςηλ ην γεγνλόο όηη ην 

ζθαηξηθό ζύζηεκα είλαη κία νξηαθή πεξίπησζε ηνπ επηκήθνπο ζθαηξνεηδνύο ζπζηήκαηνο 

θαζώο ε εκηεζηηαθή απόζηαζε ηείλεη λα κεδεληζηεί. Έηζη, κε ηνλ εθθπιηζκνύ ησλ 

απνηειεζκάησλ ηνπ ζθαηξνεηδνύο αλέθπςαλ ηα απνηειέζκαηα ηεο ζθαίξαο, επνκέλσο 

επαιεζεύηεθε ε εγθπξόηεηα ηεο έξεπλάο καο.  
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Παξάξηεκα Α: «Απνδείμεηο ρξήζηκσλ ηύπσλ» 

1) Απόδεημε ησλ ηύπσλ r = I  θαη 
3

1 r

r r
   .  

΢ηνλ Καξηεζηαλό ρώξν ζεσξνύκε ην ηπραίν δηάλπζκα 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  θαη ηνλ 

ηειεζηή αλαδειηα ν νπνίνο είλαη ν 

3

1

ˆ
j

jj
x
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 
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  όπσο επίζεο όηη θαη νη δύν απηνί ηειεζηέο 

κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ θαη ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ ζηαζεξνύ 0 10 1 20 2 30 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x ). 

Δπνκέλσο, έρνπκε: 
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      x x x x x x    (   : ην κνλαδηαίν δπαδηθό γηλόκελν) 

 Δάλ   (εζσηεξηθό γηλόκελν) :  

1 1 2 2 3 3
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 Δάλ   (εμσηεξηθό γηλόκελν) :  
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2) Απόδεημε ηνπ ηύπνπ 
1 1 1

0r r
R R R

    .  

΢ηνλ Καξηεζηαλό ρώξν γηα ην ηπραίν 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  θαη ην ζηαζεξό 

0 10 1 20 2 30 3
ˆ ˆ ˆr x x x  x x x  θαη κε 1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ
x x x

  
   

  
x x x . Έρνπκε:   

     

     

     

     

     

1
2 2 2 2

0
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1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

1

1

1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

2

2

1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

3

3

1 1 1 1

ˆ

ˆ

ˆ

r
r rR R

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x

x x x x x x

x

x x x x x x

x









    
      

 

        
 

      
  



      
  



      
  



 

x

x

x

     
     

           

         

2 2 2
3

1 10 2 20 3 302 2 2 2
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1

2 2 2 2 2 2

1 10 2 20 3 30 1 10 2 20 3 30

2 3

2 3

3
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30 1 10 1 2 20

1
ˆ

2

ˆ ˆ

1
ˆ2 2

2

x x x x x x
x x x x x x

x

x x x x x x x x x x x x

x x

x x x x x x x x x x





                 


                    
  



          
 

x

x x

x  2 3 30 3
ˆ ˆ2 x x   x x

 

θαη 

     

     

     

1
2 2 2 2

0
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1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

1
2 2 2 2

1 10 2 20 3 30

1

10

1 1 1

ˆ

0 0 0

0

r r r

r

r rR
x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x





   
      

 

        
 

      
  


x
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     

     

     
     

       

1
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1
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3
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2
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ˆ

ˆ

1
ˆ

2

ˆ

x x x x x x

x

x x x x x x

x

x x x x x x
x x x x x x

x

x x x x x x x x

x







      
  



      
  



                   


        
  



x

x

x

x
   

           
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ˆ

1
ˆ ˆ ˆ2 2 2

2

1
ˆ ˆ ˆ2 2 2

2

x x x x

x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x





       
 



                 

              

x

x x x

x x x

Δπνκέλσο, πξάγκαηη ηζρύεη 
1 1 1

0r r
R R R

     γηα θάζε Ωr .

 3) Τπνινγηζκόο div θαη rot ζηηο ζθαηξηθέο. 

Έζησ        ˆˆ ˆ, , , , , , , ,g rr g r g r g r          r     ηπρνύζα δηαλπζκαηηθή 

ζπλάξηεζε όπνπ cos  . 

Όζνλ αθνξά ην div έρνπκε: 

   2

2

sin1 1 1

sin sin
g

rr g g g

r r r r

 


   

  
    

  
 

θαη αθνύ cos   νπόηε θαη 
2sin 1    θαη 

21 
 

 
  

 
 ζα έρνπκε: 

   

   

22

2

2 2 2

22

2 2

11 1 1
1

1 1

11 1 1
.

1

g
r

r

gr g g

r r r r

gr g g

r r r r










  



 

  
      

   

  
  

  

  

Δπίζεο, όζνλ αθνξά ην rot έρνπκε όηη ζην γεληθό ζύζηεκα ζπλη/λσλ  , ,u v w  είλαη: 
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  
 
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u     v     w

          

  νπόηε ζηηο ζθαηξηθέο ζπλη/λεο   , ,r    πνπ ζα 

είλαη: , ,u r v w     θαη 21, , 1u r v wh h h h r h h r          θαη 

21 
 

 
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Παξάξηεκα Β: «Επίιπζε εμίζσζεο Laplace – Υπνινγηζκόο 

ρξήζηκνπ αλαπηύγκαηνο» 

1) Δπίιπζε εμίζσζεο Laplace ζε ζθαηξηθέο ζπλη/λεο κε ηε κέζνδν ρσξηζκνύ 

κεηαβιεηώλ. 

΢ε απηό ην ζεκείν ζα παξνπζηάζνπκε ηελ πνξεία επίιπζεο ηεο εμίζσζεο Laplace ζηηο 

ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο  , ,r    πνπ είλαη ε βαζηθή κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο 

νπνίαο ηε ιύζε ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ παξνύζα κειέηε. Άξρηθά, ε εμίζσζε Laplace ζην 

ζθαηξηθό ζύζηεκα είλαη ε: 

2
2

2 2 2 2

1 1 1 1
0 sin 0

sin sin

u u u
u r

r r r r


    

        
         

        
, (1)  

όπνπ  , ,u u r    ε άγλσζηε ζπλάξηεζε.  

Θα εξγαζηνύκε κε ηε κέζνδν ηνπ ρσξηζκνύ κεηαβιεηώλ. Εεηάκε κε – ηεηξηκκέλεο ιύζεηο 

ηεο κνξθήο        , ,u u r R r       . Σόηε ζα είλαη: 

     
u

R r
r

 


  


  

     
u

R r  



  


  

     
u

R r  



  


  

όπνπ κε ηόλν ζπκβνιίδνπκε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ σο πξνο ηηο αληίζηνηρεο 

κεηαβιεηέο ηνπο. Οπόηε, ε (1) γξάθεηαη: 

      
   

  
   

 
     

2

πνι/δνπκε κε
2

2
sin

sin 0
sin sin

R r

R r R r
r R r



 

 
    

 
 

              

 
  

 
  

 

 

2
2sin sin

sin 0r R r
R r

 
 

 

       
 

 (2) 

 
  

 
  

 

 

2
2sin sin

sinr R r
R r

 
  

 

       
 

 (3) 

όπνπ  : ε 1
ε
 ζηαζεξά ρσξηζκνύ κεηαβιεηώλ.  

Δπίιπζε ηεο θ–εμάξηεζεο 

Από ηε 2
ε
 ηζόηεηα ηεο (3) έρνπκε:  
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 

 
    0


   




     


 (4) 

Ζ ιύζε ζηελ θ–κεηαβιεηή πξέπεη λα είλαη 2π–πεξηνδηθή ζηε γσλία  0,2  . 

Δπνκέλσο, παίξλνπκε πεξηπηώζεηο: 

1) Αλ 
2 *0 ,         

Εεηάκε ιύζεηο ηεο κνξθήο pe   αθνύ ε (4) είλαη νκνγελήο γξακκηθή ζπλε΄ζεο 

δηαθνξηθή εμίζσζε κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο. Οπόηε αληηθαζηζηώληαο ζηελ (4) 

πξνθύπηεη ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν πνπ είλαη:  

2 2 21 0 0p p p p i           .   

Έηζη, νη ιύζεηο είλαη νη  
i

p

i

e
e

e











   


 θαη επεηδή cos sinie i     , 

ηόηε έρνπκε  
cos

sin







  


 νη νπνίεο γηα λα είλαη απνδεθηέο πξέπεη m   . 

Δπνκέλσο, ηειηθά     
cos

, 1
sin

m

m
m

m


 




    


. 

2) Αλ 0   ηόηε      1 1 2(4) 0 c c c            . Άξα, έρνπκε:  

 
1, (Απνδεθηή)

, ( ε απνδεθηή)





  


  

Άξα,   1    

3) Αλ 
2 *0 ,          

Αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε 1), ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηεο (4) είλαη:  

2 2 21 0 0p p p p          .   

Άξα, νη ιύζεηο είλαη νη   p
e

e
e











   


 πνπ είλαη κε απνδεθηέο γηα θάζε 

*  . 

Σειηθά, από ηηο ηξεηο πεξηπηώζεηο όηη νη θ–ηδηνζπλαξηήζεηο είλαη:  

   
cos

, 0
sin

m

m
m

m


 




    


 . (5) 

Οπόηε, γηα 
2 , 0m m    ε 1

ε
 ηζόηεηα ηεο (3) δίλεη: 
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 
  

 
  

22 δηαηξνύκε κε sin
2 2sin sin

sinr R r m
R r

 
 



     


  

 
  

 
  

2
2

2

1 1
sin

sin sin

m
r R r

R r
 

  

      


 (6)  

  
 

  
 

2 2

2

sin

sin sin

r R r m

R r

 


  

  
    


 (7) 

όπνπ  : ε 2
ε
 ζηαζεξά ρσξηζκνύ κεηαβιεηώλ.  

Δπίιπζε ηεο r–εμάξηεζεο 

Από ηελ 1
ε
 ηζόηεηα ηεο (7) έρνπκε: 

  
   

 
 

 

     

2

2

2

1 1
2

2

r R r
rR r r R r

R r R r R r

rR r r R r R r

 




     

    

  

     2 2 0r R r rR r R r        (Δμίζσζε Euler) (8) 

΢ηελ εμίζσζε Euler αλαδεηνύκε ιύζεηο ηεο κνξθήο 

 R r r
 (9)

 

Οπόηε 

   

 

(9) 0
2 2 1

2

(8) 1 2 0 1 2 0

1 2 0 0

r

r r r r r r



          

      


             

        

       

όπνπ ε ηειεπηαία είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε θαη ε δηαθξίλνπζα απηήο είλαη 

1 4    επνκέλσο θαη νη ιύζεηο ηεο ζα είλαη: 

 

1

1,2 1

2 1

1 1 4
1 1 4

, γηα θάζε2
2

1




 

 

   
   

  
   

.  

Άξα, νη ιύζεηο ηεο r–εμάξηεζεο είλαη: 

 
 

1

1
11

(96) , γηα θάζε
r

R r
r






 


  



. (10) 

Δπίιπζε ηεο ζ–εμάξηεζεο 

Από ηε 2
ε
 ηζόηεηα ηεο (7) έρνπκε: 
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  
 

2

2

sin

sin sin

m 


  


  


. (11)  

Όπσο είδακε θαη πξηλ ην ηξηώλπκν 
2 0      έρεη ξίδεο ηηο 1  θαη 2 . Οπόηε, 

   
1

2

1 10 1 1
  

        


         . Δπνκέλσο, 

   

 
 

 

         

2 πνι/δνπκε κε

1 12

2

1 12

cos sin
(11) 1

sin sin

cos
1

sin sin

m

m

   
 

  


     

 

   
     



          

  

       
2

1 1 2

cos
1 0

sin sin

m
    

 

 
          

 
, (12) 

Καη από ηελ επίιπζε ηεο ζ–εμάξηεζεο παξαηεξνύκε όηη ε κεηαβιεηή ζ εκθαλίδεηαη κόλν 

κέζα ζε ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Οπόηε θάλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό cos   

θαη επηπιένλ    P    νπόηε ζα έρνπκε: 

2 2sin 1                                            
2sin 1     

21 
 

 
  

 
                                  

2 2
2

2 2
1 

  

  
   

  
  

Άξα, ε (12) γξάθεηαη: 

   
   

2 2

1 12 2

cos
(12) 1 0

sin sin

m 
  

   

    
        

   
  

 
     

   
2 2

2 2

1 12 22
1 1 1 0

11

P P P m
P

  
     

   

    
          

     

         
2

2

1 1 2
1 2 1 0

1

m
P P P      



 
        

 
, (13) 

όπνπ γηα λα είλαη ε (13) ε ζπζρεηηζκέλε εμίζσζε Legendre πξέπεη 1   γηα 0 .  

Δπνκέλσο, βξίζθνπκε από ηελ (10) όηη νη r–ηδηνζπλαξηήζεηο είλαη: 

   
 1

, 0
r

R r R r
r
 


  



 (14) 

θαη ηειηθά ε (13) γίλεηαη: 

         
2

2

2
1 2 1 0

1

m
P P P    



 
       

 
. (15) 
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Έηζη, ε (13) είλαη ε ζπζρεηηζκέλε εμίζσζε Legendre ε νπνία έρεη ιύζεηο ηηο ζπλαξηήζεηο 

Legendre 1
νπ

 θαη 2
νπ

 είδνπο. Γει. 
 

 

νπ

νπ

, 1 είδνπο (Aπνδεθηέο)

, 2 είδνπο (Με απνδεθηέο) 

m

m

P

Q









  

γηα θάζε 0 θαη m  . Έηζη, νη ζ–ηδηνζπλαξηήζεηο είλαη: 

       cosm m mP P         κε 0n  θαη 0,1,2,...,m  . (16) 

(Σν m πξέπεη λα ζηακαηά ζην n  δηόηη   0,P    ) 

Δπνκέλσο, ε ιύζε ηεο Laplace ζα είλαη ε         , ,m m

mu u r R r          

 
 

 
1

cos
, , cos

sin

m m
r m

u r P
mr


  

 

    
       

   

  

 
 

 
1

cos
, , ,

sin

m m
r m

u r P
mr


  

 

    
       

   

 γηα 0  θαη 0,1,2,...,m   (17) 

αθνύ ε ζπλνιηθή ιύζε δίλεηαη σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ (17) 

επεηδή ν ηειεζηήο Laplace είλαη γξακκηθόο. Άξα, ηειηθά, 

       1

0 0

cos sinr
m

m m

m

u a r b r c m d m P  



 

 

   , (18)  

όπνπ , , ,m ma b c d απζαίξεηεο ζηαζεξέο. 

Γηα εζσηεξηθό πξόβιεκα ηζρύεη 0b  επνκέλσο νξίδνπκε ηελ εζσηεξηθή ιύζε 

       1

0 0

(18) cos sinr
m

in m m

m

u b r c m d m P  



 

 

   , (19)                              

Δλώ γηα εμσηεξηθό πξόβιεκα ηζρύεη 0na   άξα νξίδνπκε θαη ηελ εμσηεξηθή ιύζε 

     
0 0

(18) cos sinr
m

ex m m

m

u a r c m d m P  



 

   . (20) 

Δδώ, γηα επθνιία ζην ζπκβνιηζκό ζα νξίζνπκε ηηο ζθαηξηθέο αξκνληθέο νη νπνίεο ζα 

είλαη: 

   / , ( )m q m q

mY P f    , όπνπ 
cos ,

( )
sin ,

q

m

m q e
f

m q o







 


 , (21) 

όπνπ ην q  αλαθέξεηαη ζηελ άξηηα ηδηνζπλάξηεζε (  q even e ) ή ζηελ πεξηηηή 

ηδηνζπλάξηεζε (  q odd o ) έηζη θαη νη ηδηνιύζεηο ζα είλαη: 
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     / /

, ( ) ,r
m q m q m q

in mu r P f r Y     θαη (22)

         1 1/ /

, ( ) ,rm q m q m q

ex mu r P f r Y   
   

 
 

(23)  

θαη ηειηθά ε γεληθή ιύζε ηεο εμίζσζεο Laplace δίλεηαη από 

        


/
,

/
,

ζέηνπκε
(21), (22)

1 / /

(23)
θαη

0 0

(18) , ,r

m q m
in

m

m q m
ex

m

a c
A

a d
m q m q

m m
b c

A
m b d

u a r b r c Y d Y   



 


 

      

 
        1/ / / /

, ,

0 0

, ,r
m q m q m q m q

in ex

m

u A r Y A r Y   



 

 

    ,                                               

     / / / /

, , , ,ex

0 0

r r r
m q m q m q m q

in in ex

m

u A u A u



 

      (24)

 γηα       0, , 1,1 , 0,2r r         θαη / /

, ,,m q m q

n in n exA A  απζαίξεηεο ζηαζεξέο.  

2) Τπνινγηζκόο ρξήζηκνπ αλαπηύγκαηνο 
1

R
. 

Γηα  

01

0

1

0
01

,

,

r
r r

rr

r r
r r

r















 




, (1) 

έρνπκε: 

 

 
     

 

 
    

0 01

0 0 0

0 0 01

0 0 0

!1 1
cos cos cos

!

!1 1
cos cos sin sin

!

r r

r r

m m

m

m

m m

m

m

m r
P P m

R m r

m r
P P m m m m

R m r

   

     







 







 


       


     

 




 

 

 
       0 01

0 0 0 ,

!1 1

!r r

m m q q

m m m

m q e o

m r
P P f f

R m r
   







  


   

  , (2) 

όπνπ γηα δηεπθόιπλζε ελζσκαηώλνπκε ηε δίθιαδε (1) ζηε ζρέζε: 

 1

01

r
r r

r

  





  , όπνπ 
 

0

0

,
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
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 
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, (3) 

Δπνκέλσο, 
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